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本 书 的 特点 是 , 它 选择 了 拓扑 学 最 基本 最 主要 的 内 容 , 巧 妙 地 利用 
了 大 人 的 玫 和 例 , 直 观 生动 ,容易 理解 。 
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译 者 的 话 


《拓扑 学 的 基础 和 方法 ?的 作者 是 日 本 早 锋 田 大 学 理工 学 
部 教授 、 理 学 博士 野 口 宏 先生 。 

《拓扑 学 的 基础 和 方法 》 一 书 是 1971 年 于 已 本 岂 版 的 ,到 
1979 年 已 印刷 了 十 一 次 ， 在 较 短 的 时 间 内 印刷 次 数 如 此 之 
多 ,可 想 而 知 它 是 深 受 日 本 广大 读者 欢迎 的 一 本 畅销 节 ， 

这 本 书 的 内 容 大 体 上 可 分 为 三 部 分 。 第 一 部 分 简要 地 介 
绍 了 拓扑 学 的 发 展 状况 ; 第 二 部 分 , 也 是 本 书 的 主体 部 分 ,用 
较 多 的 篇 幅 着 重 叙 述 了 拓扑 学 的 基本 内 容 和 方法 ; 第 三 部 分 
研究 了 拓扑 学 在 力学 和 生物 学 方面 的 一 些 应 用 ， 

这 本 书 的 显著 特点 是 、 它 选择 了 拓扑 学 最 基本 最 主要 的 
内 容 ; 采用 了 由 浅 人 人 深 , 通 俗 易 懂 的 方法 ;巧妙 她 使 用 了 大 量 
的 图 和 例 , 来 说 明 拓扑 学 的 抽象 概念 。 我 们 相信 把 这 样 一 本 
好 书 介绍 给 我 国 广大 读者 ,将 对 拓 扩 学 的 教学 ,研究 以 及 普及 
工作 起 到 有 益 的 作用 ， 

本 忆 可 供 大 学 生 , 中 学 数学 教师 、 科技 工作 者 、 数学 工作 
省 以 及 想 了 解 拓扑 学 的 数学 爱好 者 学 习 和 参考 ， 也 可 作为 大 
专 院 校 数学 专业 的 教学 参考 书 . 

本 书 的 前 十 章 是 郭 卫 中 译 的 ,后 四 章 是 王家 彦 译 的 ， 全 
部 译 稿 承 吉林 大 学 数学 系 孙 以 丰 教 授 审 校 。 关 于 拓扑 学 在 生 
物 学 和 力学 方面 的 应 用 部 分 的 译 稿 还 请 兰 书 成 张 世 泽 、 郭 许 
选 等 同志 看 过 ,在 此 :说 致谢 总 . 

限于 译 者 的 水 平 ; 本 书 译文 会 有 不 当 或 错误 之 处 ,欢迎 读 
者 指正 。 译 者 

1983 年 12 月 


致 中 国 读 者 


这 次 ,东北 师范 大 学 郭 卫 中 、. 王 家 头 先 生 将 抽 著 《拓扑 学 
的 基础 和 方法 》 译 成 中 文 出 版 , 我 感到 十 分 荣幸 , 对 两 位 先生 
的 努力 深 表 谢意 . 
我 尽量 把 这 本 节 写 得 简明 易 懂 。 让 那些 即使 没有 专门 学 
过 数学 的 读者 也 能 直观 地 理解 二 十 世纪 产生 的 新 几何 学 一 一 
拓扑 学 是 一 种 什么 样 的 学 间 , 在 科学 方面 起 着 什么 样 的 作用 ， 
因 丽 ， 如 果 这 本 蔬 对 数学 系 的 学 生来 说 能 成 为 拓扑 学 的 
人 门 节 ,对 一 般 读 者 来 说 能 成 为 常识 性 的 现代 数学 的 启蒙 书 ， 
我 是 非常 高 兴 的 . 
借 此 机 会 ,我 衷心 祝愿 贵 国 繁荣 昌盛 ,人 民 幸 福 . 
野 口 宏 
12984 年 1 月 


前 言 


最 近 , 法 国 的 拓扑 学 家 R. 托 姆 《Thom) 发 表 了 题 为 "生物 
学 中 的 拓 扯 炳 型 ”(Topological Models in Biology，Topology, 
Vol.8，313 一 335，1969) 的 论文 。 拓 扑 学 是 由 历史 上 著名 的 
数理 科学 家 瑟 . 庞 加 莱 (Poincare) 等 人 创始 的 现代 几何 学 , 它 
是 研究 我 们 每 个 人 都 具有 的 图 形 朴素 直观 性 质 的 数学 ， 所 谓 
朴素 的 性 质 也 正 是 那些 基本 的 性 质 . 但 是 直到 本 世纪 ,拓扑 
学 才 成 为 一 门 科学 ,拓扑 学 一 旦 作为 科学 出 现 , 它 的 威力 不 仅 
对 整个 数学 而 且 对 一 般 科 学 也 都 产生 了 巨大 的 影 响 。 前 面 说 
过 的 托 姆 的 论文 就 是 其 中 的 一 例 。 我 认为 ,拓扑 学 现在 正 处 
于 发 展 的 极 盛 时 期 .今后 ,拓扑 学 在 科学 方面 的 应 用 ,对 促进 
科学 的 飞跃 发 展 和 拓扑 学 本 身 的 成 熟 都 将 起 着 巨大 的 作用 。 

本 书 从 这 样 的 观点 出 发 ， 以 拓扑 学 的 主要 对 象 一 一 流 形 
为 中 心 , 把 拓扑 学 的 研究 方法 和 托 姆 的 形态 形成 论 的 配 概 , 尽 
县 解释 得 通俗 易 卉 ， 

最 后 ， 向 给 我 们 绘制 优美 点 描 插图 的 画家 野 口 健 先 生 以 
及 一 直 关 心 并 惠 予 出 版 的 呈 本 评论 社 的 东 弘 幸 先生 致 以 深 切 
的 谢意 


野 口 宏 
1970 年 8 及 31 日 
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第 一 章 “拓扑 学 的 进展 


拓扑 学 可 以 说 是 从 瑞士 的 工 . 欧 拉 (Euier) 在 1736 年 发 表 
的 论文 开始 的 . 欧 拉 的 这 篇 论文 研究 众所周知 的 所 谓 哥 尼斯 
堡 七 桥 问题 ,这 是 一 个 网 络 图 一 笔画 的 问题 ， 因 此 ,拓扑 学 已 
荐 二 百 多 年 以 前 所 产生 的 一 门 学 问 .然而 ,也 象 其 它 任何 科学 


图 1-1 


由 某 处 出 发 能 否 对 七 个 宝 的 任何 一 个 只 通过 一 次 回 到 原 处 y 
这 个 问题 和 右边 的 网 络 图 能 和 否 一 笔画 成 的 问题 是 相同 的 
那样 ， 若 去 追溯 拓扑 学 的 发 展 历史 ， 则 在 两 千年 前 欧 几 里 得 
《Euclid)》 完成 的 欧 氏 几何 学 中 ， 就 可 见 到 拓扑 学 的 痕迹 了 . 
再 这 张 一 点 讲 , 我 们 的 远古 祖先 狩猎 民族 已 经 发 现 了 拓扑 学 
古代 人 在 捕 所 动物 的 时 候 把 动物 转 在 中 闻 , 如 图 1-2 所 示 ， 
这 从 数学 观点 逐 说 ,在 平面 上 画 出 类 似 男 周 的 图 形 , 就 是 利用 
了 园 周 把 平面 分 成 内 、 外 两 部 分 的 这 个 拓扑 学 定理 ， 被 围困 
的 为 物 , 只 要 它 不 能 突 国 , 仅仅 在 加 周 内 部 活动 , 我 们 的 祖先 
就 能 够 捕捉 到 它们 。 平面 出 贺 遍 分 成 内 、 外 两 个 部 分 的 这 种 
几何 直观 性 质 是 拓扑 学 的 典型 问题 。 这 祥 ， 在 远古 时 代 , 我 
们 的 祖先 就 已 经 具有 了 拓扑 学 的 知识 。 另外 , 当 我 们 观察 现 


1 。 


图 1-2 
代 的 什么 也 不 慌 的 幼儿 的 游戏 对, 也 会 看 到 同 祥 的 情况 。 这 
个 例子 使 我 们 了 解 到 ， 拓 扑 学 是 我 们 人 类 把 那些 非常 朴素 而 
又 基本 的 图 形 的 几何 直观 性 质数 学 化 的 结果 .。 

然而 ,为 把 这 种 直观 性 质 作为 数学 清楚 地 表达 出 来 , 却 经 
过 了 一 个 漫长 的 历史 过 程 。 辟 如 ， 人 类 发 明了 数 、 学 会 了 计 
算 \ 产 生 了 欧 氏 几何 学 、 开 录 了 分 析 学 ,并且 把 数学 的 进展 推 
进 到 以 集合 论 为 起 点 的 数 以 外 的 领域 。 刚 才 令 述 的 定理 ， 就 
是 所 谓 " 约 当 《〈Jordan) 曲线 定理 ”, 它 在 二 十 世纪 二 十 年 代 已 
得 到 正确 的 证 明 。 

继 欧 拉 之 后 。 作 为 拓扑 学 的 业绩 , 在 1833 年 前 后 有 C. 
F, 高 斯 (Gauss) 的 工作 。 直 到 今天 仍 被 认为 是 世界 最 著名 数 
学 家 之 一 的 高 斯 ， 研 究 了 空间 中 的 各 种 各 样 的 纽 结 问题 ， 并 
应 用 洛 纽 结 积分 的 方法 证 明了 下 面 两 个 纽 结 的 成 结 方法 是 
不 同 的 . 

后 来 在 1851 年 ,历史 上 非常 著名 的 数学 家 G.F. B. 黎 受 
(Riemann), 进行 了 黎 受 面 的 研究 。 这 项 研究 工作 虽然 属于 所 
亩 复 变 汲 数论 这 一 数学 分 支 ,但 是 这 种 孙 数 论 的 研究 ,现在 看 
来 ， 实际 上 也 可 以 说 是 对 曲面 这 个 特殊 空间 的 结构 进行 的 拓 


ss 


图 1-4 
四 一 (r 一 1)(x - 2)(z 一 3) 的 钦 吴 面 


扑 研究 。 

到 了 十 九 世 纪 末 ， 数学 中 进行 了 非常 大 的 改革 。 那 就 是 
G. 康 托 尔 《Cantor) 开创 的 集合 论 。 象 在 高 等 学 校 ? 学 到 的 那 
样 ,集合 是 看 做 某 种 事物 的 汇集 ,集合 论 是 研究 它们 的 并 集 和 
交集 等 等 的 数学 , 其 中 出 现 了 映射 的 概念 。 集合 与 映射 这 两 
个 饮 念 是 构成 以 集合 论 为 基础 的 一 切 现代 数学 的 最 基本 的 概 
念 。 


1) 日 本 的 高 等 学 校 相当 于 我 国 的 高 中 .一 一 译 者 注 


到 十 九 世 纪 为 止 的 古典 数学 , 除 几 何 学 外 ,大 部 分 以 数 为 
研究 对 象 。 例 如 对 自然 数 , 求 它们 的 和 、 差 以 及 公 因 数 …, 这 
是 算术 . 考 起 实 函数 ,对 它们 进行 微分 、 积 分 -…， 这 是 所 谓 微 
积分 或 者 叫做 分 析 学 的 数学 分 支 ， 由 康 托 尔 创始 的 集合 论 
使 数学 的 对 象 不 仅 限于 自然 数 、 实 数 或 复数 等 等 的 数 , 而 是 包 
括 数 在 内 的 具有 某 种 性 质 的 事物 的 集合 ， 这 样 就 具有 非常 广 
泛 的 一 般 性 . 几何 学 虽然 不 是 以 数 ,而 是 以 点 ,直线 ,平面 , 空 
间 , 二 次 曲线 以 及 二 次 曲面 等 为 对 象 , 但 因 它们 也 是 集合 , 所 
以 按 这 种 广泛 的 观点 ,可 以 把 以 前 分 别 研究 的 几何 学 、 代 数 
学 ,分 析 学 统一 起 来 看 待 . 

在 康 托 尔 创建 的 集合 论 中 ,首先 引进 了 关于 集合 的 运算 . 
于 是 , 称 为 群 , 环 、 域 的 所 谓 代 数 系统 就 成 为 数学 的 一 种 研究 
对 象 、 例 如 ,我 们 考虑 实数 集 , 若 设想 两 数 之 间 的 加 法 为 一 种 
运算 ,而 对 实数 施行 这 种 加 法 运算 , 则 实数 集 对 加 法 运算 构成 
群 。 再 考 蝶 中 心 固定 的 贺 盘 的 旋转 运动 的 集合 , 着 规定 各 个 
运动 的 合成 作为 它们 乘积 的 运算 ， 则 旋转 运动 的 集合 也 构成 
一 个 群 . 

这 种 代数 系统 ， 是 着 眼 于 运算 的 所 谓 近 世代 数 的 研究 对 
象 ,然而 在 集合 上 附加 别 的 概念 ,就 可 构造 出 新 的 几何 学 的 对 
象 . 为 此 ,我 们 先 考查 直线 。 如 在 中 学 ?所 学 的 那样 ， 在 直线 
上 适当 确定 一 点 ,使 它 对 应 数 0, 并 抬 它 叫做 原点 0。 在 点 0 
的 右 侧 取 一 点 ,并 使 之 与 数 1 对 应 。 其 次 ,在 原点 到 与 数 1 对 
应 点 的 同一 方向 上 取 与 1 恰 有 相同 距离 的 点 ,使 之 对 应 数 2， 
继续 这 样 做 下 去 .同时 ,在 相反 的 方向 也 这 桩 做 ,使 得 所 取 的 
点 与 数 一 1, 一 2，… 对 应 。 这 样 一 来 ,就 能 够 给 直线 上 的 各 个 
点 引入 坐标 。 而 且 在 这 术 的 直线 上 , 若 取 任意 两 点 a, 5, 就 可 


1) 日 本 的 和 学 相当 于 我 国 的 初中 。 一 一 详 者 注 
4 


5 1 
,ptaB=j9-(-31=5 


图 1-5 


把 这 两 点 的 坐标 差 的 绝对 值 规定 为 它们 的 距离 ps, 5)。 例 
如 , 当 点 4 是 数 一 2 对 应 的 点 ， 点 5 是 数 3 对 应 的 点 时 , a, 2 
间 的 拭 离 , 如 图 1-5 所 示 ,就 可 算出 是 5。 这 样 一 来 , 直线 就 
是 直线 上 的 点 的 集合 ,同时 若 取 其 中 丁点 ?就 可 确定 它们 之 间 
的 蝗 离 ,直线 可 看 做 有 了 距离 概念 的 集合 .这 和 代数 系统 是 具 
有 运算 概念 的 集合 是 一 致 的 。 由 此 可 见 , 在 任何 非 数 的 一 般 
集合 上 ,适当 地 规定 所 请 距离 的 概念 , 它 就 成 为 前 所 未 有 的 新 
的 几何 学 的 对 象 。 这 样 一 来 , 就 能 得 到 作为 现代 几何 的 新 对 
象 的 拓扑 空间 。 

这 本 节 昌 然 是 从 刚才 令 述 的 拓扑 空间 的 漫谈 开始 的 但 
是 拓扑 学 也 可 以 说 是 研究 拓扑 空间 性 质 的 现代 几何 学 ， 这 种 
拓扑 空间 的 研究 方法 ,是 本 世纪 初 , 确 切 地 说 是 在 1906 年 ,由 
法 国 的 M. 弗 雷 谢 (Frtcheb 等 人 的 提 信 和 研究 开始 的 . 
”在 此 之 前 ,于 1895 年 , 庞 加 荣 以 “关于 位 置 解析 "为 题 , 发 
表 了 数 篇 论文 这些 论文 对 现代 几何 学 的 对 象 一 一 拓扑 空间 
开始 了 代数 的 研究 . 它 是 人 类 知识 发 展 的 一 个 里 程 碑 。 拓 扑 
空间 在 我 们 的 日 常生 活 中 就 有 ,例如 桌子 的 表面 ,铅笔 的 表面 
以 及 各 种 各 冬 的 构成 形体 图 形 的 表面 . 于 是 ， 拓扑 学 变 研 究 
世界 中 存在 多 少 种 不 同 的 昌 面 .例如 ,让 我 们 先 考查 一 下 卵 的 
表面 ， 煞 从 有 椭圆 面 那样 的 形状 。 在 此 : 若 把 卵 的 表面 看 做 
是 由 理想 的 弹性 体 作成 的 ,而 且 对 它 适当 地 进行 整形 , 它 就 可 
以 成 为 一 个 规整 的 球面 。 另外 ,再 取 火 柴 盒 看 一 看 。 虽然 它 
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的 表面 是 有 楼 角 的 长 方 体 的 表面 ， 但 若 把 它 想象 为 是 由 理想 
的 弹性 膜 作成 的 ,中 间 充满 空气 ,把 它 吹 喜 并且 适当 地 进行 整 
形 的 话 , 它 也 能 成 为 球面 。 这 样 ， 拓 扑 学 把 所 有 曲面 都 想象 
为 是 由 理想 的 弹性 蜡 作 成 的 ,随意 地 延展 和 收缩 ,就 可 以 极其 
自然 地 把 一 个 曲面 变 成 另 一 个 曲面 。 例 如 卵 的 表面 和 火柴 僵 
的 表面 可 以 看 做 是 相同 的 曲面 , 即 球面 。 要 想 大 致 地 把 曲面 
加 以 区 别 ， 那 就 应 当 研究 有 多 少 不 同 的 曲面 。 由 于 理想 弹性 
膜 的 变形 过 于 随意 ,或 许 能 使 我 们 认为 ,好 象 所 有 的 曲面 都 是 
相同 的 了 。 那么, 现在 让 我 们 用 轮胎 来 代 零 卵 。 我 们 一 看 就 
知道 轮胎 的 表面 和 球面 是 很 不 相同 的 形态 .再 拿 带 有 两 个 或 
三 个 洞 的 “图 忌 ” 来 看 , 它们 与 球面 是 大 不 相同 的 。 并 且 和 轮 
胎 表面 ( 环 面 ) 相 比 也 有 不 同 的 形状 。 实际 上 这 种 “ 赠 饼 ” 曲 
面 , 环 面 和 球面 ,它们 都 是 互 不 相同 的 曲面 。 总 之 , 用 弹性 膜 
制 成 的 轮胎 表面 ,不 论 怎样 担 曲 ,也 不 会 变形 为 球面 ， 若 不 是 
她 强 去 做 , 使 在 某 处 把 曲面 印 断 , 再 把 切断 的 地 方 缩 成 一 点 ， 
那样 极 不 自然 地 强制 的 变形 ， 那 么 环 面 就 不 可 能 变 成 球面 . 
并 且 “ 照 饼 ” 昌 面 也 不 可 能 变形 为 环 面 和 球面 。 在 这 个 世界 
中 ,究竟 存在 多 少 不 闻 的 曲面 ,这 个 问题 到 1925 年 时 , 才 被 彻 
底 解 决 ， 

虽然 现在 讲 的 是 曲面 ， 而 我 们 在 抚 扑 学 中 所 研究 的 并 不 
限于 上 曲面。 从 拓扑 学 的 角度 来 看 ,曲面 几乎 和 平面 相同 , 它 是 
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二 维 几何 学 的 对 象 ， 可 是 数学 不 仅 研究 二 维 的 , 一 般 也 研究 
三 维 、 四 维 、 五 维 以 及 任意 的 7 维 的 ,而 且 最 近 还 把 无 穷 维 的 
几何 图 形 也 作为 研究 的 对 象 。 在 研究 二 维 坦 面 的 时 候 , 可 以 
把 环 面 和 “图 饼 ” 曲 面 等 适当 地 拾 弄 反 合 ， 总 是 可 以 看 得 见 想 
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得 出 的 。 而 考虑 三 维 、 了 四维、 五 维 以 至 ” 维 ,甚至 是 无 穷 维 空 
闻 时 ,我 们 是 不 可 能 用 眼睛 看 到 它们 的 。 从 而 ,必须 为 我 们 的 
直观 建立 坚实 的 理论 基础 . 

曲面 、 实 际 上 是 拓扑 空间 的 极 特 殊 情 形 ， 它 与 其 它 一 般 
拓扑 空间 相 比 较 , 有 显著 的 特点 。 其 特点 , 象 下 面 那样 考虑 是 
容易 明白 的 、 让 我 们 考查 一 下 平面 上 的 一 个 小 虫 ， 假 如 小 由 
是 近视 眼 。 当 它 向 平面 的 四 周 望 去 。 它 只 能 见 到 象 图 中 那样 
的 一 坪 小 圆 盘 。 它 看 不 到 远 处 。 现在 把 同一 个 小 虫 放 到 轮胎 
上 ,而 不 是 平面 上 ,让 它 观 望 一 下 轮胎 的 表面 。 确实 与 以 前 不 
同 。 小 虫 在 弯曲 的 面 上 也 《由 于 不 是 物理 学 。 我 们 不 考虑 重 
为 ). 可是, 它 所 观望 的 范围 ,和 它 在 平面 上 所 见 到 的 小 较 盘 
是 相同 的 。 在 前 面 说 过 , 拓扑 学 是 把 所 有 的 面 看 成 理想 的 弹 
性 膜 作成 的 ,从 这 个 观点 来 看 ,车 把 少许 弯曲 的 弹性 膜 拉平 的 
话 ,那么 小 虫 所 见 到 的 景象 和 它 在 平面 上 见 到 的 也 是 相同 的 . 
这 样 不 论 曲 面 是 什么 样 的 ,在 它 上 面 任意 点 的 邻近 ,和 平面 上 
任意 点 的 邻近 应 当 有 完全 相同 的 构造 。 因 为 拓扑 学 是 研究 任 
意 空间 的 几何 学 ， 所 以 拓扑 学 所 研究 的 对 象 就 不 限于 前 边 说 
过 的 二 维 的 情况 ,当然 还 研究 三 维 、 四 维 以 及 无 穷 维 的 几何 对 
象 ， 在 这 种 对 象 中 ,也 和 曲面 的 情形 一 样 , 若 某 一 点 的 邻近 愉 
好 是 三 维 的 ,就 可 看 做 和 我 们 居住 的 空间 中 点 的 邻近 一 样 是 
球体 , 或 者 看 做 球形 作成 的 拓扑 空间 。 象 这 样 特殊 的 三 维 拓 
外 空间 ,我 们 招 它 叫做 三 维 波形。 因而 ,曲面 可 以 称 为 二 维 流 
形 。. 若 把 这 种 方法 加 以 推广 , 我 们 就 能 够 研究 所 谓 = 维 流 形 
这 种 空间 。 

这 种 = 维 流 形 ,不 仅 在 拓扑 空间 中 是 重要 的 ,而 且 是 在 广 
泛 的 数学 领域 中 到 处 出 现 的 概念 。 因此 , 拓扑 学 以 ” 维 流 形 
的 研究 为 一 大 支柱 而 发 展 起 来 . 

我 们 继续 谈 流 形 。 湖 本 求 源 ,拓扑 学 的 进展 ,是 根据 庞 加 


莱 的 建议 ,首先 研究 了 同调 论 、 基本 群 论 , 到 二 十 世纪 三 十 年 
代 同调 论 已 大 体 完成 。 从 二 十 世纪 三 十 年 代 起 , 研究 了 基本 
群 及 其 扩张 的 同 伦 论 ,并 得 到 许多 极 完美 的 成 果 , 对 数学 的 发 
展 起 了 很 大 的 作用 .可 以 说 从 本 世纪 初 起 到 二 十 世纪 五 十 年 
代 初 , 拓 扩 学 是 以 两 种 方法 作为 主流 乔 进 行 研究 的 , 那 就 是 康 
托 尔 、 强 雷 谢 创始 的 采用 拓扑 窄 间 方法 的 点 集 拓扑 学 以 及 由 
庇 加 菜 创 议 的 所 谓 组 合 拓扑 学 或 代数 拓扑 学 ， 随后 , 到 了 二 
十 世纪 五 十 年 代 , 迎 来 了 拓扑 学 急剧 发 展 的 时 代 ， 也 就 是 ,在 
这 个 年 代 中 ,美国 的 M. 莫 尔 斯 (Morse) 把 微 积 分 (特别 是 变 分 
学 ) 的 方法 引信 了 拓扑 学 。 微 积分 也 称 分 析 学 ,而 牛 巾 (New- 
ton), 莱 布 尼 兹 (Leibniz)、 欧 拉 , 贝 努 利 (Bernoulli) 以 及 黎 缀 、 
瞧 尔 斯 特 拉 斯 《Weierstrass)， 当 然 还 有 高 斯 ,他 们 都 是 分 析 学 
研究 的 中 心 人 物 。 这 些 大 数学 家 所 研究 的 分 析 学 ,是 数学 中 
的 主要 支柱 , 并 且 被 认为 是 最 强 有 力 的 数学 工具 。 因为 这 种 
强 有 力 的 武器 分析 学 “被 引 人 了 拓扑 学 ， 所 以 一 种 新 的 拓扑 
学 :所谓 微 分 折 直 学 ,就 在 五 十 年 代 产 生 了 ， 当时 , 美加 的 青 
年 数学 家 本 米尔 诺 (Milnor)，S. 斯 梅 尔 (Smale), 法 国 的 托 姆 
等 等 大 数学 家 发 表 了 一 些 新 论文 。 到 了 二 十 世纪 六 十 年 代 ， 
可 以 说 是 微分 拓扑 的 极 盛 时 期 ， 高 维 流 形 的 性 质 也 陆续 搞 清 
楚 了 . 

现在 * 这 些微 分 拓扑 的 成 果 , 不 仅 在 拓扑 学 中 , 而 且 在 数 
学 的 各 个 分 支 中 都 得 到 广泛 的 应 用 。 例如 , 最 近 的 一 些 拓扑 
学 的 结果 , 被 应 用 于 偏 微分 方程 的 理论 中 。 岂 于 使 用 微分 拓 
扑 的 方法 , 伪 微 分 方程 理论 现在 正 飞跃 地 发 展 着 。 另 外 , 托 姆 
和 E. C. 季 曼 《Zceman)》 等 人 把 拓 盾 学 的 概念 和 方法 应 用 到 
数学 以 外 的 领域 入 并 且 发 表 了 能 够 说 明 实际 的 物理 现象 和 生 
物 现 象 以 及 关于 生物 的 发 生 ,形态 形成 ,遗传 以 及 短 殖 等 等 的 
研究 成 果 。 
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第 二 章 集 合 


$1 集合 


如 在 高 等 学 校 学 过 的 那样 ,所 有 实数 的 汇集 ,大 于 1 的 所 
有 实数 的 汇集 等 , 都 是 数学 研究 的 对 象 。 由 于 把 具有 某 种 性 
质 的 “事物 ”汇集 起 来 研究 ,会 带 来 各 种 各 样 的 方便 , 于 是 , 我 
们 把 这 种 “事物 ”的 汇集 叫做 集合 。 因 为 这 里 所 说 的 “事物 ”可 
以 是 任何 东西 ,所 以 集合 并 不 是 只 研究 数 的 汇集 .在 我 们 的 日 
常生 活 中 所 表现 出 来 的 各 种 各 样 的 “事物 ”, 如 食品 ,衣物 等 都 
可 构成 集合 。 例如 ,下 面 表格 中 的 那 五 个 人 是 林家 家 旅 的 成 
员 ， 若 把 每 个 人 作为 一 个 元 素 , 这 个 家 族 就 构成 所 谓 林家 的 
集合 。 我 们 可 以 把 人 的 集合 叫做 成 员 的 集合 。 在 柜子 中 的 衬 


画 2-1 


. 衣 \ 单 衫 、 袜 子 、 祷 子 等 等 是 衣物 的 集合 。 另 外 ,林家 的 集合 可 
如 下 表示 ,林家 一 《 秀 治 , 美 代 子 , 秀 谁 , 洋 , 阳 子 }。 这 种 表示 
还 可 以 简化 , 而 且 为 了 使 它 具 有 一 般 性 , 如 表 的 右 栏 那样 ,可 
把 每 个 人 改 用 记号 4, B,C，-…- 表 示 。 于 是 ,可 把 所 谓 林家 


“1+ 


及 林 秀 治 4 

时 美 代 于 B 

长 于 家 旅 c 
次 于 洋 D ， 
长 女 阳 于 B 


的 这 一 集合 (没有 什么 特别 理由 ) 用 大 写 的 字母 吾 表 示 、 因 
此 ， 林 家 的 集合 扭 就 可 用 数学 记号 表示 出 来 : 
H= {14,8,c,D,E}, 

在 这 里 ,用 林家 一 《 秀 治 , 美 代 子 , 秀 座 , 洋 , 阳 子 } 表 示 林 家 的 
集合 已 经 很 清楚 了 , 为 什么 还 用 数学 形式 表示 上 成 H 一 (4, B， 
C,D,E}, 这 有 什么 意义 呢 , 这 也 许 是 对 数学 不 够 理解 所 产 
生 的 想法 。 之 所 以 用 数学 形式 表示 , 是 因为 日 本 文字 并 不 是 
世界 通用 的 。 而 且 , 由 于 数学 即 不 是 人 类 学 , 也 不 是 社会 学 ， 
所 以 它 并 不 研究 家 族 问 题 。 偶尔 用 家 族 问题 作为 数 党 的 例 
子 , 是 为 了 研究 它 的 形式 或 锋 念 。 因 此 ,与 其 写 做 不 是 数学 固 
有 名 词 的 林家 ,不 如 采用 非常 一 般 的 普遍 适用 的 简单 记号 所 
因而 ,在 研究 集合 时 , 仅 考 虑 家 族 和 柜 中 衣物 等 县 有 的 共同 性 
质 ,无 需 特别 注意 构成 集合 的 每 个 “事物 ”的 性 质 。 同 样 地 ,可 
以 考虑 以 只 本 数学 会 的 所 有 会 员 或 者 以 某 一 机 械 运 行 的 所 有 
动作 作为 元 素 的 集合 ,等 等 。 

当 说 到 集合 是 “事物 ”的 汇集 时 ,必须 十 分 注意 的 是 ,作为 
集合 的 “事物 ”, 从 理论 上 来 说 , 我 们 必须 能 够 全 部 判断 出 来 。 
例如 说 ,活动 着 的 东西 的 集合 , 那么 动物 属于 这 个 集合 , 但 植 
物 以 及 从 出 上 滚 落下 来 的 岩石 等 是 否 属于 这 个 集合 就 不 清 
楚 . 因此 ,尽管 怎么 说 是 …… 集 合 , 但 是 活动 着 的 东 西 的 集合 
仍 不 是 这 里 所 说 的 数学 的 集合 ， 
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再 补充 一 句 多余 的 话 。 不 论 林 家 也 好 或 框 中 的 衣物 以 及 
自然 数 也 好 ,都 同样 可 用 集合 的 概念 处 理 , 按 这 种 看 法 ,也 许 
有 一 种 唯恐 脱离 实际 ,否定 所 有 价 人 观念 的 思想 。 然 而 , 数 党 
家 为 了 在 诸多 事物 之 中 选择 那些 共 局 的 内 在 性 质 ， 为 了 寻求 
能 够 无 例外 地 适用 于 任何 东西 的 一 般 原 理 ， 才 确定 了 集合 的 
概念 


$2 有 限 集 . 无 限 集 


当 已 给 某 一 集合 时 ， 构 成 这 个 集合 的 每 个 "事物 "叫做 这 
个 集合 的 元 豪 , 也 叫做 要 守 、 成 员 或 点 。 使 用 什么 名 称 是 人 锤 意 
的 ,这 取决 于 使 用 人 的 喜好 以 及 集合 的 实际 情况 ,但 是 ,一 般 
在 数学 中 , 当 讨 论 几 何 问题 时 习惯 上 常 称 为 点 , 当 讨 论 代数 问 
题 时 常 称 为 元 或 元 素 , 显 然 不 是 语言 是 否 严密 的 问题 ,而 是 绍 
微 差别 的 问题 ， 

符合 分 为 两 种 ,如 前 面 说 过 的 林家 的 家 族 , 它 的 元 素 是 有 
限 多 个 ,而 所 有 大 于 1 的 实数 集 , 它 的 元 素 是 无 限 多 个 。 前 者 
叫做 有 限 集 , 后 者 叫做 无 限 集 。 因此, 表示 有 限 集 , 如 林家 的 
例子 


H= {4, 8,cC,D,E}, 
在 {} 中 ,集合 的 所 有 元 案 都 可 以 排列 出 来 。 但 是 ， 一 般 来 说 ， 
有 无 限 多 个 元 素 的 集合 ,在 { } 中 把 所 有 的 元 素 写 尽 是 不 可 能 
的 . 例如 由 大 于 1 的 整数 构成 的 集合 , 即 
{1, 2，3，…j， 
这 一 集合 的 元 素 是 写 不 尽 的 ， 因 此 把 这 种 情况 用 … 表 示 . 在 
{ ) 中 无 论 什 么 样 的 集合 都 可 明确 地 表示 出 来 、( 荐 上 边 的 写 
鞭 实 在 不 清楚 时 ,也 可 写成 
{自然 数 的 全 体 }。 
究竟 怎样 号 才 算 党 楚 , 还 要 君 在 什么 地 方 以 及 怎样 理解 ， 在 
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数学 中 , 若 写 出 {1, 2，3,…， 就 理解 为 { 自 然 数 的 全 体 }、) 

在 此 , 让 我 们 再 考虑 某 一 集合 ， 该 集合 是 怎样 的 集合 都 
没关系 ,因此 可 用 和 已 知 例子 无 任何 关联 的 简单 记号 

. x ~ 
表示 。 现 在 从 所 考虑 的 集合 X 中 取出 一 个 元 素 , 用 * 表示 ( 当 
然 也 可 用 a, *, 4, 2Z 表示 )。 当 * 是 的 元 素 时 ,可 写 做 
ED 

这 个 记号 表示 x 是 属于 X 的 。 现在 ， 取 不 属于 X 的 一 个 “ 事 
物 ”y, 这 时 用 记号 


JEX 或 了 EX 
表示 。 也 就 是 , ?EX 表示 y 不 是 无 的 元 素 ， 在 前 面 的 条 家 的 
表 中 ,因为 4 是 林家 家 族 的 成 员 ,所 以 属于 五 ,从 而 4€ 日 . 但 
与 林家 不 同 的 如 山田 家 的 直子 x, 因为 她 不 是 林家 的 家 族 ,所 
以 xEB。 当 用 这 种 记号 ,考虑 刚才 说 的 集合 X 时 ， 必 须 注意 
的 是 ;构成 梨 合 克 的 元 素 是 明确 定义 了 的 ,也 就 是 不 论 怎 样 的 
xz, 采用 什么 方法 。 re 筷 和 xEX 必须 是 能 够 明确 (数学 的 》 
断定 的 ， 
根据 这 种 想法 ,为 了 表示 集合 X, 常 常 采 用 下 面 的 写法 
XX 一 {xz|P(z)} 或 了 XY 一 x; P(x)}， 
这 里 的 p(x) 是 构成 集合 X 的 每 个 元 素 * 应 满足 的 性 质 或 条 
性 ,例如 ,我 们 一 写 出 
了 一 {zi 是 自然 数 }。 
就 知道 了 是 自然 数 集 。 若 写 出 
E={2xn€7}, 
则 它 表示 侦 自 然 数 集 {2, 4, 6, -…}。 
在 此 ,必须 注意 一 个 容易 经 略 的 问题 。 所 谓 集合 ,因为 它 
是 某 种 * 事 愧 "的 汇集 ,所 以 考虑 集合 时 ,总 认为 它 的 元 素 是 存 
在 的 . 但是， 如 即将 在 后 面 叙述 的 那样 ， 在 处 理 集合 概念 的 
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一 些 场 含 , 把 不 含 任何 元 素 的 汇集 看 做 一 个 集合 是 很 方便 的 ， 
我 们 把 没有 任何 内 容 的 这 种 集合 叫做 空 集 。 空 集 常用 记号 马 
表示 . 


$3 包含 关系 


关于 刚才 担 到 的 林家 的 集合 玉 ， 我 们 来 考 虐 其 双亲 以 及 
只 有 苞 子 们 的 两 个 集合 到， 已， 即 
于 {4, 8B}, 
H={c,D, E}, 
而 这 两 个 集合 及 ， 甩 的 不 论 哪 一 个 元 素 ,都 属于 原来 林家 的 
集合 忆 。 这 一 事实 可 如 下 表示 
HCH, HCH. 
一 般 来 说 , 当 集合 MM 的 所 有 元 素 都 属于 集合 时 ,叫做 集合 M 
被 集合 所 包含 ,或 叫做 集合 M 是 集合 的 子 集 ,并 用 记号 
MCN 或 NM 
表示 。 这 一 点 与 下 面 的 说 法 是 相同 的 。 若 *e M， 则 必 有 
ze N 时 ,就 可 以 肯定 地 说 MCN。 
则 才 考 二 过 的 无 限 集合 的 例子 ， 
车 设 自然 数 集 为 7， 偶数 集 为 书 ， 
而 所 说 的 偶 歼 2 4，6, … 显 然 是 
自然 数 ， 因 此 有 7。 这 样 一 
来 ,就 确定 了 集合 之 间 的 人 关系 . 
我 们 把 这 种 关系 叫做 包含 关系 。 
如 果 把 集合 M , 叉 的 元 素 看 做 平 图 272 
面 上 的 点 ,那么 M,N 就 是 平面 的 一 部 分 ,而 集合 M,N 的 这 
种 包含 关系 ,就 可 如 图 2-2 那样 象征 性 地表 示 出 来 .这 种 表示 
集合 所 用 的 略图 ,我 们 叫做 文 氏 图 〈Yeon disgram)。 用 文 氏 
图 来 表现 集合 ,在 数学 中 虽然 不 是 那么 确切 ,但 对 于 我 们 考虑 
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间 题 还 是 很 有 帮助 的 ， 

其 次 , 设 M， Y 是 两 个 集合 ,而且 MCN, NCM， 因为 
了 的 元 素 属 于 入, 所 以 M 的 元 素 同 时 也 是 NN 的 元 案 . 反之 , 因 
为 N 含 于 M，, 所 以 叉 的 元 素 同 时 也 是 M 的 元 素 。 因此 ,集合 
M 和 集合 NN 的 元 素 完全 一 致 ,所 以 ,MM 和 N 是 由 完全 同样 的 元 
案 构 成 的 集合 。 在 这 种 情况 下 , 我 们 说 集合 M 等 于 集合 MY. 


也 就 是 , 当 构 成 两 个 集合 的 元 素 相等 时 ,就 称 这 两 个 集合 是 相 


等 的 ,并 写 做 M 一 N. (这 是 把 2 一 半 等 表示 数 相等 的 记 


号 ,照样 用 于 集合 。 但 集合 的 相等 M 一 NN 比 数 的 相等 意义 
更 广泛 . ) 


在 此 ,需要 注意 一 点 ， 当 M 一 叉 时 ，N 的 元 素 必 合 有 对 
的 元 素 ,所 以 MCN 当然 成 立 。 然 而 , 当 MCN 时 ,一 般 分 为 
开 等 于 N 与 它们 不 等 的 丙种 情况 . 为 了 把 它们 区 别 开 , 当 M， 
NN 不 等 (M CN) 时 ,就 说 M 是 N 的 真子 集 . 所 谓 M 是 NN 的 真 
子 集 , 是 指 M 不 是 空 集 , M CN 自 M x NW。 这 也 可 写 做 

MSN 或 M 年 N， 
上 面 的 文 氏 图 ,实际 上 是 表示 M 持 六 的。 

当 M 是 N 的 裕 子 集 时 ,因为 M 隐 BMCN 且 M 产 N， 
所 以 当 M CN 时 ,NCM 不 成 立 。 由 此 , 当 MCN 时 , 则 中 
必 存 在 不 属于 M 的 元 素 . 

例如 在 林家 的 例子 中 , 因为 思 一 {4, B}, H 一 {4,B， 
C,D, E}, 所 以 显然 有 HCH， 但 因 元 窒 C 只 属于 已, 而 不 
属于 瑟 , 所 以 孔 持 下。 又 如 ,偶数 集 忆 含 于 自然 数 集 7, 但 因 

1 是 了 的 元 素 而 不 是 的 元 素 ,所 以 是 了 的 真子 集 ， 


$4 集 族 
有 关 集 合 的 问题 ,大 致 到 这 和 
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[以 结束 。 但 是 ,我 们 再 提 


昌 
了 | 


出 几 个 重 训 的 需 注意 的 问题 ， 例 如 ， 我 们 来 考虑 林家 、 山 酝 
家 ,石井 家 ,木下 家 的 集合 9。 此 集合 号 的 元 素 是 林家 、 山田 
家 等 的 一 些 家 族 . 但 是 ,如 上 记述, 林家 H 一 {4, B,C,D， 
E} 是 人 的 集合 。 就 是 说 ， 集 合 允 的 每 个 元 素 分 别 是 基 一 集 
合 。 因为 每 个 集合 都 可 看 做 茶 一 “事物 ”, 所 以 史 确 是 真正 的 
集合 。 这 种 每 个 元 素 都 是 集合 的 集合 ， 通 常 叫 做 集 族 ， 而 史 
是 以 家 族 集合 为 元 素 的 集 族 . 《~-- 个 集合 , 当 它 的 元 素 是 集合 
时 , 它 仍 为 集合 。 为 了 反映 集合 的 集合 这 种 意思 ,用 德 文字 母 
来 表示 集 族 。 虽然 没有 什么 这 样 做 的 必要 , 但 这 意味 着 枯燥 
的 数学 也 是 一 种 满 好 的 文学 .) 
显然 ,对 集 族 来 说 ; 它 的 元 素 ( 集 合 ) 的 个 数 不 必 都 是 有 限 

的 ， 它 的 各 个 元 素 也 没有 必要 都 是 互 异 的 . 当 了 是 自然 数 集 
时 ,着 规定 

27 一 {2z1n€ J}， 即 偶数 集 EE， 

37 二 {3z|z€ 几 ， 即 3 的 倍数 的 集合 ， 


等 等 , 则 
3— {7,27, 37,47..*} 
是 由 无 限 个 集合 构成 的 案 族 , 它 还 可 写 做 
3= {nlx€ 7}, 
集 族 3 叫做 以 集合 7 为 指标 的 集 族 。 
现在 , 让 我 们 举 一 个 集 族 的 特例 。 当 考 虎 任 意 一 个 集合 
X 时 ,和 的 子 集 全 休 构 成 一 个 集 族 。 把 它 用 记号 2* 表示 , 它 
出 做 XX 的 子 集 的 集 族 ,例如 , 取 一 个 特别 的 集合 X， 
X={a,b,c} 
是 由 三 个 元 素 构成 的 有 限 集 。 它 的 子 集 的 集 族 是 
2 = {a c), a, 6b}, {b,c), {cs 0}, {oe}, {6}, fc 和， 
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由 八 个 成 员 组 成 。 在 此 , 这 个 集 族 之 所 以 用 记号 27 表示 , 是 
因为 是 由 三 个 元 素 构 成 的 ,而 它 的 子 集 有 2 一 8 个 . 

其 次 ,车 X 为 有 限 集 。 它 的 成 员 的 总 数 就 可 确定 。 例如 ， 
林家 的 集合 吾 , 它 的 成 员 总 数 是 5、 当 集合 X 是 无 限 集 时 , 它 
的 成 员 总 数 是 不 能 确定 的 .例如 自然 数 集 

T= {1, 2 LE 
它 的 成 员 总 数 比 任何 自然 数 都 大 。 正 因为 如 此 ， 了 才 巴 做 无 
限 集 。 然 而 ,即便 是 同 为 无 限 集 ,如 偶数 集 
已 一 {2，4，6。 8 22 _ 

和 实数 集 尺 , 很 明显 是 有 本 质 差异 的 两 个 集合 .也 就 是 说 , 若 
使 E 的 成 员 , 如 2 对 应 1,4 对 应 2 一 般 地 , 2n 对 应 za, 则 无 限 
集 互 的 每 个 成 员 都 可 记 上 序号 1, 2,3,4…。 把 这 种 无 限 集 是 
做 可 流 元 限 集 或 可 列 无 限 集 . 而且, 我 们 说 ,这 种 集合 的 基数 
是 丫 ( 蕉 ， 读 作 阿 列 夫 )， 前 这 的 林家 的 集合 互 的 成 员 总 数 是 
5 就 表示 这 种 意 轧 ， 即 , 集 含 基数 的 概念 ,在 有 限 集 合 的 情形 
下 , 六 是 集合 成 员 的 个 数 ， 在 无 限 集合 的 情形 下 ， 它 的 成 员 
总 数 是 不 可 能 确定 的 ， 因 此 导 人 一 个 新 名 词 “ 基 数 " 和 新 记号 
io, 它 好 象 是 表示 无 限 集 成 员 个 数 的 。 实 际 上 ,实数 集 尺 是 它 
的 成 员 怎么 也 不 能 记 上 号 数 1, 2, 3,… 的 无 限 集 。 这 种 集合 
叫做 不 可 数 无 限 集 或 不 可 列 无 限 集 ， 而 且说 , 实数 集 具有 连 
续 基 数 ， 用 中 表示 。 无 限 集 的 基数 操 ，ow 等 是 表示 各 种 无 限 
集 的 程度 的 。 在 名 与 @ 之 闻 ， 是 否 还 有 其 它 无 限 集 的 基数 
呢 , 这 是 个 有 名 的 称 为 连续 统 假设 的 集合 论 中 的 一 个 浊 题 .这 
个 问题 是 由 集合 论 的 创始 者 康 托 尔 约 在 一 百年 前 提出 米 的 ， 
但 在 1963 年 ,被 P.J. 柯 亭 (Cohen) 解 决 了 .答案 是 :在 路 与 吕 
之 间 其 它 种 类 的 无 限 集 的 基 煞 ;有 也 好 ,无 也 好 ， 对 数学 的 其 
它 部 分 没什么 影响 。 这 种 意外 的 结论 , 引起 全 世界 煞 学 家 的 
镶 峡 ,关于 集合 基数 这 类 问题 不 再 继续 讨论 了 ,到 此 ,大 致 结 
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来， 
$5 集合 的 运算 

已 知 二 数 a,5, 它们 的 积 a 与 和 a 十 二 这 类 的 运算 ,我 
们 已 经 热 悉 了 ,同样 可 以 考虑 集合 的 运算 , 

首先 , 考 洲 两 个 集合 4 和 8B, 同时 属于 两 个 集合 的 元 素 的 
集合 , 叫做 集合 4 和 召 的 交集 ， 即 交集 的 元 素 距 属 于 4 又 属 
于 了 3， 交集 用 记号 4N 8 表示 ， 


vB . 
他 2-4 


从 而 ， 
ANB={z|xEA 上 且 xc 了 B} 


“le 


用 文兵 图 表示 如 图 2-3， 对 于 集合 4 和 BB， 原 !: 4 的 或 属 干 
B 的 元 素 的 全 体 构成 的 集合 , 叫做 4 和 B 的 并 集 , 旦 用 4UB 
表示 ,于 是 

AUB 一 {xrlx€E A 或 x€ 8B}, 
它 的 文 氏 图 如 图 2-4. 

作为 集合 之 间 的 运算 还 有 4 一 B《 也 有 用 4\B 表示 的 ). 

这 是 从 4 去 掉 8 的 集合 ,或 叫做 在 4 中 8 的 补 集 , 它 表示 属于 
要 而 不 属于 B 的 那些 元 素 构 成 的 集合 。 即 

A—B~{r|ré AB rEB}, 
若 用 文 氏 图 表示 , 则 如 图 2-5。 


本 2-5 


上 边 的 并 集 、 交 集 、 补 集 的 运算 ， 若 用 在 前 边 说 过 的 林家 
的 集合 上 , 则 有 


H=HUH, HNH= 2, H~H,= H, 
从 第 二 式 可 知 ,把 “ 空 集 * 也 看 做 一 个 集合 是 很 方便 的 另外， 
自然 数 集 本 与 偶数 集 E, 就 它们 的 关系 来 看 ,应 当 有 
J—E= {1l,3, 5,°°*} 
《奇数 的 集合 )， 
这 样 一 来 ,用 上 述 确定 的 三 种 运算 ,可 以 得 到 各 种 集合 的 运算 
公式 .例如 
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(DX 一 CLUB) 一 (2 一作 (X 一 本 ) 
成 立 。 为 了 证 明 这 个 公式 成 立 ,根据 集合 相等 的 定义 ,必须 证 
明 

(2) X— AUB)CX — NX — 8), 

(b) X— (AUB)IX ~ AINGX — B). 
首先 ，(a) 的 左边 用 文 氏 图 表示 为 


X—(AvB)} 
图 2-6 


而 右边 用 文 氏 图 表示 为 


{ZANE—B) 
图 2-7 


在 文 氏 图 中 可 以 看 出 右边 和 左边 恰好 一 致 ， 由 文 氏 图 知道 
了 这 一 问 球 的 内 容 , 但 要 想 确切 证 明 还 应 如 下 去 做 .首先 ,要 
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想 证 明 (a), 只 要 说 明 左 边 的 任 一 元 素 必 属 于 右边 即 可 , 设 


则 


x*€X—(4UB), 


xE€X, 但 xE4UB，, 


由 此 ,从 后 式 可 知 xEd, xEB, 


因而 ,有 
xs€EX, xEA, WN rE X— 4, 
且 
x€X, xEB, BT xEX— 8. 
因此 ,有 
xs€(X— AINCK — 8). 
于 是 证 明了 : 


X—(AUB)C(X ~ AINCX — B), 


同样 地 ,也 可 证 明 (b)。 从 而 ,得 到 


KX—(AUB)~ (X— ANC(X — 8). 


对 这 种 推 时 ,开始 可 能 有 些 生 玖 , 然而 只 要 熟悉 这 个 过 程 , 即 
从 U 和 运算 的 定义 出 发 认真 去 推导 , 当 领 会 了 的 时 候 * 也 就 
不 难 了 。 但 是 ,现在 我 们 证 明了 的 


X—(4UB)=(X— NG 8) 


已 超出 了 数 集合 的 公式 ,我 们 已 经 达到 了 现代 数学 的 领域 .上 


面 的 公式 


《1) 与 下 面 的 公式 (2) 合 起 来 叫做 德 - 摩尔 根 (De 


Morgan) 公式 ， 它 是 集合 论 的 一 个 基本 结果 。 另外 。 希望 读 


者 与 前 边 


同样 地 去 验证 下 面 的 公式 (2) 也 是 对 的 . 


(2) X— (4NB)=(X— A)UC(X— 8). 
集合 之 间 的 运算 人 站, U 是 对 两 个 集合 定义 的 ,但 这 种 运算 
不 仅 对 两 个 集合 的 集 族 而 且 对 任意 的 集 族 也 是 可 行 的 。 在 
此 ,我 们 考虑 
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Ue {dis hs, 4 -} 

是 由 无 限 个 集合 构成 的 集 族 。 而 且 用 记号 U; 4; 表示 属于 
4 ds 4 … 任 何 一 个 的 那些 元 素 构成 的 集合 ,也 就 是 

Ui4i 一 {zx|zx 是 某 一 个 4 的 元 素 , i 一 1: 2。 
把 它 叫做 拭 一 {41,41， 4;,，…} 的 并 集 。 
其 次 ,在 集 族 % 一 14 4, 4， …} 的 情形 下 ,所 谓 它 的 
交集 ,是 指 同时 属于 41, 4,, 4;,*… 的 元 素 构成 的 集合 ,并 用 
记号 4; 表示。 它 还 可 写 做 ni4i 一 {x1x 是 所 有 4; 的 元 
素 i 一 1,2,-…}. 

在 数学 中 ,这 种 概念 一 般 尽 量 不 用 普通 语言 ,而 是 经 常用 
记 和 号 来 反映 我 们 的 想法 。 例如 , 刚才 义 述 的 , * 是 某 个 4i 的 
元 素 ( 即 * 至 少 是 一 个 4 的 元 素 )， 换 名 话说 ， 至 少 存在 一 个 
4; 包含 +, 若 用 英文 写 出 ,就 是 


There exists at least one A; such that A; contains yx 


这 可 用 略 写 记 号 34; 3 x 表示 . 于 是 Uidi 可 写成 
UiAdi = {xi34;3xr, i = 1,2,...}. 
另外 , 若 * 是 所 有 4; 的 元 素 , 也 就 是 所 有 4; 含 有 zx, 则 
可 写 做 
All A contain x 
它 可 略 写 为 
Li 3 
于 是 ;ni4i 可 写 做 
NiAi= {rxIVAi 3x, i 1, 2, i} 
前 面 讨论 的 集 族 久 一 {41 4;、4;,…*}, 实 际 上 ,可 写成 
% 一 {4ilie 站， 把 自然 数 集 7 作为 指标 。 但 这 里 的 指标 完 
全 没有 必要 限于 自然 数 ,一 般 可 取 任意 集合 M 作 为 指标 ,这 时 
集 族 可 表 为 
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4 一 tduelzeEeM]， 
对 此 集 族 可 如 下 确定 它 的 并 和 集 与 交集 : 
Unueadn {xlaAn 3x, p€E M}, 
Maendp = {xlYA, 3 x, rE M}, 
最 后 ,我 们 来 规定 一 个 名 词 ， 设 已 给 一 般 的 集 族 
g 一 {4elaeMj， 
所 谓 % 是 可 分 离 的 ,是 指 对 于 任 取 % 的 相 异 元 素 4。, A,。 总 
有 


4en 一季 (但 上 头 2 
例如 , 设 中 一 {0，E}， 0 为 奇数 集 ,E 为 偶数 集 , 显然 虹 是 分 
离 的 集 族 、 一 般 说 来 , 当 % 一 {41xe M } 时， 则 需要 注意 ， 
尽管 有 人 Ns4n 一 ,但 外 不 一 定 是 分 离 的 。  “ 
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第 三 章 映 射 


$1 映 奢 


下 面 ,我 们 来 讨论 映射 。 在 高 等 学 校 学 过 各 种 各 样 的 " 函 
数 ”、 所 谓 函 数 ,例如 ,可 用 形 如 
y 王 er 十 六 或 一 ao 十 br 十 < 

的 式 于 给 出 ， 这 里 的 < 是 取 各 种 实数 入 的 变数 ,而 a， 8 部 
是 常数 . 当 变 数 * 取 某 一 值 时 ,把 这 个 值 代 人 az 十 8, 并 把 它 
计算 出 来 ,从 而 就 确定 了 攀 数 > 的 信 ， 同 样 ,着 把 x 的 什 代 入 
a# 十 bx 十 < 进行 计算 , 则 函数 秆 > 也 就 确定 了 。 这 样 ,一 次 
朱 数 、 二 次 商 数 以 及 以 往 学 过 的 函数 都 可 看 做 是 : 若 给 与 基 
一 实数 值 , 对 此 值 就 可 确定 另 一 实数 ,而 这 种 规则 可 用 式 子 表 
现 出 来 

把 这 一 事实 ,通过 图 形 来 观察 一 下 。 在 平面 上 , 取 正 交 的 
xz 轴 和 ? 轴 ， 对 应 * 值 在 平 直 上 就 能 确定 具有 函数 值 7 的 点 
(x, 7)、 若 画 出 函数 图 象 , 风 一 次 函数 的 图 象 是 “直线 ”, 二 次 
函数 的 图 旬 是 “抛物线 "， 在 = 轴 上 ， 由 革 信 和 确定 -点 。 过 
该 点 引 ? 轴 的 平行 线 , 求 出 它 与 图 象 的 交点 、 再 通过 此 交点 
引 芒 灿 的 平行 线 ,就 可 求 出 它 与 纵 畏 的 交点 yo。 于 是 ,这 点 
的 坐标 就 表示 对 应 于 变数 和 的 函数 值 . 

在 这 里 , 若 以 RR 表示 全 体 实数 的 集合 ,通过 上 式 和 对 图 象 
的 观察 可 知 ;所 谓 函 数 ,就 是 使 及 的 点 x 与 的 一 点 y 相对 应 
的 规则 、 特 列 是 ,一 次 函数 、 二 次 函数 都 是 把 这 种 对 应 用 式 子 
来 表达 的 ， . 

着 把 函数 的 这 种 想法 稍 加 推广 ,那么 所 谢 苞 数 ,就 是 只 须 
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yo 


二 3-1 


给 出 使 乐 合 R 的 点 < 


四 3-2 


与 妨 的 一 点 ? 相对 应 的 规则 即 可 ， 而 且 


这 种 规则 不 必 写成 任何 式 子 . 因此 ,如 图 3-2 所 示 , 若 把 R 春 


做 坚 线 ， 则 函数 也 可 


来 表示 .这样 好 象 有 


[如 图 3-2 那样 用 x 与 ? 连结 的 无 数 线 昼 


些 随便 ,其 实 只 究 给 定 一 个 规则 , 诚 可 看 


做 一 个 函数 ， 这 种 广泛 意义 下 的 函数 ,虽然 类 似 一 次 函数 与 
二 次 函数 那样 能 确定 函数 的 图 象 ， 但 图 象 一 般 不 象 直线 和 抛 


物 线 那样 很 整齐 的 


形 。 


按照 不 用 任何 式 子 表达 函数 的 想法 ， 则 函数 就 不 必 仅 以 
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数 为 村 彰 , 各 虐 人 在 第 二 章 中 状 卡 过 的 集会, 已 是 包 台 部 以 外 
册 容 的 概念 所谓" 函数 "的 概念 ;不仅 艰 于 数 , 对 于 集合 也 可 
以 确定 ,这 就 是 典 射 概念 首先 ,从 例子 说 起 吧 。 在 前 边 讨论 
集合 时 , 确定 了 所 谓 林 家 储 合 召 。 我 们 把 它 分 为 “ 亲 ” 与 “ 子 ” 
这 两 个 蕊 球 构成 的 集训 1 一 { 亲 , 子 } 来 考察 一 若 取 林 
家 集合 一 {4, 上 5,C，D, E} 的 任意 元 素 , 则 或 是 “ 杂 * 或 是 
“ 子 * 之 中 的 峙 一 个 。 若 在 集合 碳 中 下 到 亲 , 就 使 它 与 集合 印 
的 元 素 " 亲 ”对 应 , 若 取 到 的 元 素 恰 好 是 子 ， 就 使 它 与 集合 三 
的 元 素 " 子 "对 应 。 这 样 一 来 ,就 体 林家 集合 互 的 元 素 与 了 压 的 
元 素 之 闻 确 定 了 一 个 对 应 规则 。 这 种 情况 , 如 果 把 前 边 的 含 
有 * 的 R 换 成 晶 , 把 含有 ?的 KR 揪 成 ,就 可 淖 出 与 前 边 的 
一 次 函数 ,二 次 函数 的 情况 是 完全 相同 的 . 


图 3-3 


一 般 地 , 设 X 和 Y 是 两 个 集合 。 若 给 与 一 个 规则 ,使 X 中 
的 任何 元 这 * 都 能 确定 Y 中 的 一 个 元 素 y， 则 把 这 种 规则 叫 
做 从 X 到 Y 的 映射 (也 叫 变 换 )。 这 样 所 谓 * 映 射 " 的 概念 是 把 
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图 3-4 


函数 的 研究 方法 推广 到 非 数 的 一 般 集 合 上 的 。 若 改 用 记号 来 
表示 , 则 当 X 与 是 任意 集合 时 ， 
ji 一 YY 或 XY， 
也 可 以 仅 记 作 f。 所 谓 从 XxX 到 Y 的 映射， 是 乡下 述 的 一 个 规 
则 f, 即 对 于 X 的 每 一 个 元 素 * 有 一 个 唯一 确定 的 了 的 元 素 ? 
与 之 对 应 ， 由 于 > 是 由 * 确定 的 , 所 以 也 可 写 做 f(x)。 而 
县 若 把 映射 用 如 下 文 氏 图 画 出 来 ,也 许 更 易于 理解 。 这 样 看 
来 ,例如 ,对 于 自然 数 集 1 把 它 的 元 素 2 倍 起 来 成 为 偶数 ,也 
就 成 为 E 的 元 素 , 即 
(x2):J]—> BE, 

这 就 产生 了 从 了 到 互 的 映射 (二 倍 起 来 的 规则 ). 

总 之 ,在 高 等 学 该 学 过 的 函数 是 映射 的 特别 情况 、 内 此 ， 
在 本 节 中 ; 特 把 

fi:R—R 

的 数 集 之 间 的 映射 叫做 函数 。 之 所 以 用 记号 f 表示 映射 , 是 
因为 f 取 自 function 的 第 一 个 字母 。 


$2 满 射 - 单 射 双 射 
当 已 给 映射 大 和 一 了 时 ,招集 合 X 名 做 映射 了 的 区 域 或 
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定义 城 ,而 把 Y 叫做 映射 了 的 值 域 . 当 f 是 一 次 测 数 ,二 次 通 
数 时 ,它们 的 定义 域 和 值 域 都 是 实数 集 妨 、 可 是 ?如 我 们 讲 过 
的 林家 的 例子 等 ,它们 的 定义 域 与 值 域 并 不 总 是 一 致 的 ， 设 
X 是 映射 了 定义 域 的 任意 元 素 ， 与 之 对 应 的 了 的 元 素 ”或 
fs) ,把 fx) 一 做 由 了 确定 的 x 的 象 。 进 一 步 说 , 当 给 出 映射 
了 时 , 取 X 的 任意 子 集 4, 4 的 象 集 用 天 4) 表 示 . 即 Ka 由 
HK4) = {f(z)|z€ 4} 
确定 。 若 用 文 氏 图 表示 , 即 


因为 所 4) 是 4 由 f 映 为 Y 的 子 集 于是, 可知 
(1 KAUB) ~ fH(4)U1B), 
然而 ,要 考虑 开 4 间 B) 时 ,在 一 般 情形 下 ,有 


’ (2) HANB)CHAINKB), 
而 " 一 “未 必 总 成 立 。 例 如 , 考 溢 下 面 的 例子 、 设 
X={o,b}, 了 一 {7}， 
从 XxX 到 Y 的 肌 秧 由 


fo)—y, f=y 
确定 (由 于 Y 是 由 一 个 元 素 y 构成 的 ,所 以 无 论 如 何 也 不 能 确 
定 其 它 的 映射 )、 这 里 , 取 


A4=—{o), B= {6}, 
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于 是 ANB = {oa}N{s} 多 
因为 空 集 由 瞻 射 了 瞻 得 的 仍 为 空 集 所 以 《2) 浇 的 左边 是 空 
集 爷 .即便 如 此 ,但 内 

HKD=HaD = KB)=H{D) = {y}, 
所 以 , 有 


KAINKB) = {y}, 
邵 (2) 式 的 右边 为 t7}， 由 此 例 可 知 , 在 (2) 式 中 , 两 边 米 必 根 
等 .如 用 文 氏 图 表示 ,- 般 如 下 : 


加 3-6 


从 此 ,我 们 将 考虑 各 种 各 样 的 映射 ,如 
KX) 一 了 ， 
即 f 的 定义 城 的 象 与 值 域 Y 一 致 ， 这 时 就 说 了 是 从 X 到 Y 上 
的 映射 。 或 用 较 新 的 说 法 ，f 是 从 X 罕 Y 的 满 射 (“ 满 ”就 是 
“到 上 ”的 意思 ， 射 "是 指 对 射 。 事 实 虽然 如 此 ,但 作为 数学 语 
言 ,一 般 不 能 把 映射 单独 说 成 射 )、 对 这 一 事实 , 如 果 反 过 来 
说 ,就 是 ， 当 取 值 域 的 任意 元 素 了 时 ,由 f 映 成 ?的 X 的 元 这 
* 至少 存 罕 一 个 。 用 记号 可 写 做 
VyeEY, 3r€EX, f(x) 一 了 
例如 , 前 边 讲 过 的 林家 的 映射 f: 玉 一 Ho 就 是 满 射 。 又 如 ,出 
才 讲 的 X 一 {a,8} 时 的 例子 也 是 注射 。 特 别 是 , 象 这 样 的 例 
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子 , 把 f(x) 映 成 一 点 的 映射 叫做 常 值 映射 、 现 在 考 典 , 对 于 
映射 :多 一 了 ,Y 的 任意 子 集 B。 而 8 在 f 下 的 逆 象 17:(B)， 
是 由 # 映 到 B 内 的 了 的 元 罕 的 集合 ,也 就 是 由 

f(B)= {rlf(z)€ B, xré X} 
定义 的 。 有 时 也 把 逆 象 叫做 原 象 。 它 可 用 文 氏 图 表示 如 下 ; 


特别 是 ， 当 BB 是 由 一 个 元 素 构成 的 集合 {y} 时 ，B 的 逆 象 
《8) 叫做 元 素 y 的 逆 象 ,并 用 扩 《y) 表 示 关于 逆 象 ,和 前 
这 讲 过 的 与 象 有 关 的 性 质 (1),(2) 类 似 的 式 子 是 成 立 的 、 在 
这 种 情况 下 ,有 如 下 整齐 的 关系 : 

(CD F(A4UB)=1(4)UF (8), 
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CQ FANB)= AAONIYNB), 

这 一 事实 , 若 用 文 民 图 表示 ,是 容易 看 浓 的 . 

已 知 映射 f:XX 一 了 ,如果 Y 的 任意 元 过 ?的 逆 象 17*(y) 
是 空 集 或 是 由 一 点 构成 的 集合 时 ,就 说 f 是 一 对 一 映射 ， 或 
用 现代 说 法 ， 吗 做 单 射 ， 所 谓 f 是 单 射 , 若 用 另 一 观点 来 说 ， 
就 是 : 若 取 X 的 两 个 不 同 的 元 素 a, x， 则 它们 的 象 fx)， 
忒 za) 是 Y 的 不 同 的 元 素 ,也 就 是 , 当 

Va EX, nr 时, fr) fx). 

例如 ,我 们 取 侦 数 集 E, 使 其 名 元 素 与 自身 对 应 , 这 种 对 应 规 
则 可 以 看 做 从 E 到 自然 数 集 了 的 肌 射 i:E 一 J。 因 为 这 个 映 
射 是 自身 的 对 应 ， 所 以 值 域 的 任意 点 若 为 奇数 ， 则 逆 象 是 空 
(% ) 的 , 若 为 侦 数 则 其 送 象 是 一 点 (自身 )， 因 而 此 映射 是 单 
射 。 一 般 地 ,对 于 集合 了 , 取 它 的 子 集 使 入 的 任意 元 素 与 
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Er 
一 对 一 扶 身 
YY 的 {这 点 的 逆 象 是 Z 误 一 点 
图 3-10 


其 向 身 对 应 , 若 把 它 看 做 Y 的 元 素 * 则 得 出 从 X 到 了 的 一 个 映 
射 ， 这 样 的 映射 岂 做 包含 映射 . 包含 肌 射 总 是 单 射 。 特别 
是 , 满 射 的 包含 也 壬 1X 一 X 叫做 恒 等 映 射 。《 因 为 守 是 满 
射 的 包含 映射 ,所 以 ，XX) 一 了 一 X， 因 此 守 是 使 X 的 元 素 
不 动 的 且 与 X 的 元 案 自 身 对 应 的 映射 . ) 

其 次 , 当 映 射 jf:X 一 了 是 单 射 且 为 满 壬 时 , 若 用 旧 的 说 
法 ,就 是 当 f 是 一 对 一 的 且 是 到 上 的 , 则 叫做 珊 射 。 这 时 ， 
取 Y 的 任意 元 素 y， 因 为 在 X 中 存在 恰好 映 成 的 元 泰 至 少 
有 一 个 而 且 内 有 一 个 , 常 把 它 写 做 f(y)， 于 是 , 记号 信 可 
以 看 做 以 Y 为 定义 域 以 X 为 值 域 的 一 个 新 映射 1 站: Y 一 X。 
这 样 确定 的 上 映射 7 岂 做 f 的 逆 映 射 。 在 文 开 图 中 ,与 1 完 
全 是 相同 的 ,只 不 过 是 把 箭头 的 方向 反 过 来 。 

作为 例子 , 考虑 把 自然 数 集 7 映 成 其 自身 的 包含 映 射 二 
了 一/ 于 是 。 它 的 逆 映 射 还 是 z。 这 个 例子 并 不 是 最 好 的 例 
子 ， 再 如 前 边 研究 过 的 , 把 自然 数 集 了 的 元 素 2 倍 起 来 到 偶 
数 集 五 中 的 映射 《X2): 了 一 王 。 因 为 这 一 贞 射 是 双 射 ,所 以 
(X2)"* 可 着 做 《XxX2) 的 逆 映 射 ， 它 是 使 2 对 应 1,4 对 应 2。 
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6 对 应 3…' 的 对 应 ,所 以 ,有 
(X27 = (#2):E = 

现在 补充 关于 喘 射 的 几 点 注意 -。 在 这 本 书 中 ， 了 映射 下 
X -> 了， 准确 地 说 是 单 值 暑 射 。 它 使 式 的 一 个 元 素 * 只 对 应 
Y 的 一 个 元 素 并 e)。 但 是 , 在 科学 中 , 不 一 定 都 是 单 值 映 射 ， 
下 考虑 多 信和 映射 F:X 一 Y 有 时 更 为 方便 。 在 这 种 情况 下 。 
F(x) 是 了 的 子 集 。 因 为 F(z) 是 了 的 子 集 , 所 以 车 取 Y 的 子 
集 族 2 代 蔡 值 域 了 , 则 F(x) 就 是 27 的 一 个 点 ， 因 此 , 若 把 
映射 

fiX—2 

看 做 MKz) 一 F(x) & 27, 那么 ( 单 值 映射 )f:X 一 27 就 由 多 值 
映射 R:X 一 y 所 确定 。 若 从 定义 考虑 多 值 映射 玉 ， 就 和 我 
们 考虑 单 值 映 射 + 是 完全 相同 的 。 由 于 这 种 理由 , 也 还 有 其 
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他 原因 ,所 以 在 这 本 书 中 ,所 有 的 映射 都 假定 为 单 值 陕 射 。 

下 面 ,说 几 句 数学 以 外 的 话 ， 设 X 是 少年 的 集合 ,> 是 女 
性 的 集合 , 使 少年 * 与 他 的 母亲 1#) 相 对 应 。， 于 是 , 显然 天 
一 了 是 数学 的 脆 射 。 由 这 一 事实 可 知 ,一 般 来 说 少年 的 母 
亲 这 样 的 名 词 , 若 宵 所 属 关系 是 可 以 看 做 映射 的 .可 是 ;如果 
给 出 一 些 无 法 判断 的 例子 ,如 忆 的 颜色 ,父亲 的 工资 ,秃头 , 邻 
居 的 老年 人 等 , 把 它们 看 做 陕 射 是 难以 想象 的 。 我 们 要 说 的 
是 , 当 提 到 映射 时 ,首先 , 它 的 定义 域 和 值 减 必须 是 已 知 的 ,也 
就 是 它们 部 是 集合 ;其 次 ,必须 指出 对 应 规则 是 唯一 确定 的 。 
特别 是 , 如 果 我 们 离开 数学 来 说 , 映射 的 区 念 是 使 得 “什么 什 
么 的 什么 什么 ”“ 若 这 样 则 那样 "等 普通 语言 的 所 属 关 系 以 及 
原因 结果 的 因果 关系 的 一 些 含混 概念 能 够 正确 表达 的 一 种 新 
语言 ， 而 集合 的 铬 念 ,实际 上 也 是 一 种 新 的 语言 ,用 它 来 正确 
表达 日 常 使 用 的 含糊 的 汇集 的 语言 。 这 样 一 来 , 现代 数学 的 
一 些 概念 也 可 以 说 是 正确 描述 我 们 生活 著 的 这 个 世界 的 一 种 
新 语言 . 


$3 复合 映射 
考虑 如 下 两 个 映射 : 
fxX>Y 和 g:Y>2, 
前 边 映 射 的 什 域 和 后 边 映射 的 定义 域 是 一 臻 的。 这样 的 两 个 
映射 ,我 们 说 是 可 复合 的 。 当 j:X ->Y，g:Y 一 Z 是 可 复合 
的 上 映射 时 、 首 先 上 出 f 招 XxX 的 元 素 * 占 为 了 的 元 素 f(x), 然后 
青 把 Kx)( 它 是 Y 的 元 素 ) 由 # 贞 为 Z 的 元 罕 gl(f(x))， 这 样 
做 的 结果 ， 戈 确 汪 一 个 规则 ， 使 X 的 元 素 * 对 应 Z 的 一 个 元 
素 gtf(*)), 从 而 产 生 了 一 个 从 X 到 Zz 的 狐 如 
5 一 2 
把 这 个 观 鉴 二 则 做 转 射 了 和 上 的 复合 卫 映 。 确 妆 地 说 , 当 映 
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图 3-12 


射 1X>Y 和 g:Y 一 Z 可 复合 时 ,对 于 X 的 任意 一 个 元 案 
xz， 由 


h(x) ~ gf(x)) 
确定 的 映射 4:X 一 2 叫做 f 各 8 的 复合 映射 。 映射 可 写 
悦 4 二 gf, 或 简写 为 h 一 gi. 
(在 此 ,由 于 先 作 映 射 ,后 作 喘 射 8, 好 象 应当 写 做 一 8, 但 
是 从 定义 的 式 子 h(x) 一 g 《f(x))， 立 岂可 以 看 出 ， 写 做 
4 一 8j 是 很 方便 的 . ) 

举 个 简单 的 例子 。 设 召 _, 表 示 由 一 个 人 作为 元 素 构 成 的 
集合 , 而 且 , 在 第 二 之 中 ,我 们 研究 过 的 林家 的 例子 妞 一 {4 
B,C,D, E} 和 Ho 一 { 亲 , 子 }, 就 可 取 作 有 映射: 昌 习 Ho 因 
为 二 的 元 素 ,不 论 “ 亲 ”和 和 “ 子 ” 仍 然 是 人 ,所 以 印 的 元 案 可 被 
映 到 以 “人 ”为 元 案 的 集合 五-:。 设 此 映射 为 8: Ho 一 Ha 于 
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是 ,在 这 种 情况 下 ,由 于 f 的 值 域 和 & 的 定义 域 都 与 相同， 
所 以 映射 4 与 8 是 可 复合 的 。f 和 4& 复合 所 产生 的 映射 4 二 
2j: 昌 王 各 -把 昌 的 任意 元 案 部 映 成 一 点 人 "的 元 案 , 也 就 
是 , 是 个 常 值 映射， 再 举 一 个 例子 ,以 前 说 过 的 自然 数 集 7， 
与 它 的 数 二 倍 相 对 应 的 集合 为 号, 由] 到 互 的 映射 写 做 
(Xx2): J 一, 然后 租 取 一 个 按 着 “从 的 每 个 元 素 减 去 1” 
的 这 种 运算 ,使 其 与 冰 数 对 应 的 映射 
(—):E—>0, 

映射 (一 1) 的 值 域 姑且 取 作 0, 因为 偶数 一 1 一 订 数 ,所 以 & 
的 值 域 可 看 做 是 1, 3,5,… 等 奇数 的 集合 0 一 {1,3;3， 
即 ( 一 1); E> 0。 这样 , 由 于 上 喘 射 (X2? 和 (一 1) 是 可 复合 
的 ,而且 它们 的 复合 映射 为 

A=(—1).(x2):J—0。 
它 是 使 自然 数 对 应 于 奇数 的 映射 。 


$4 限制 -扩张 


其 次 ,一 般 地 , 没 已 给 任意 集合 X,Y 和 映射 大 X 一 了 
并 设 和 存在 任意 子 集 4， 于 是 ,4 的 任 辣 点 +, 它 显然 是 X 的 
点 所 以 由 映射 了 把 它 跌 为 了 的 点 f(x)。 这 样 一 来 , 若 映 射 
f 只 用 于 子 集 4 的 点 ; 则 从 预先 已 给 的 贞 射 J:X -> Y 确定 一 
个 汇 4 映 到 Y 的 新 孔 射 8:4 一 了 。 确切 地 说 ， 当 已 给 映射 
人 :一 Y 了 和子 集 4 喔 X 时 ， 则 映射 g:4 一 了 对 4 的 任意 点 
zx 由 


g(x) = 1(%) 
决定 , 这 计 , 鼎 射 8:-4 一 了 叫做 映射 了 在 4 上 的 限制 ,也 叫 
缩小 或 了 的 子 映 射 , 并 用 记号 
g—iI4 
表示 。 
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根据 定义 , 因为 8 一 扰 4 即 glx) 一 f(x), 所 以 对 应 规则 
与 f 是 相同 的 。 可是， 作为 映射 ， 它 的 定义 域 和 值 域 是 确定 
的 ,所 以 的 定义 域 为 X, 值 域 为 Y， 但 是 ,因为 & 的 定义 域 
是 4, 值 域 为 Y, 所 以 它们 的 定义 域 是 不 同 的 ,因而 和 & 应 
看 做 是 不 同 的 映射 。 

现在 , 把 峡 射 的 限制 这 一 过 程 的 顺序 倒 过 来 。 先 给 定 把 
4 有 映 到 Y 的 映射 8, 设 X 是 含有 4 的 集合 ,存在 把 Xx 映 到 Y 的 
映射 1 当 映射 了 受 4 的 限制 恰好 与 ?一 致 宣 ,了 叫做 & 的 
扩张 或 扩大 . 

现在 用 一 个 简单 的 例子 来 说 明 。 设 了 是 把 林家 的 集合 瑟 
有 喘 到 由 “ 亲 ” 与 “ 子 " 构 成 的 集合 孔 的 映射 ， 但 是 作为 瑟 的 子 
集 ， 如 果 取 " 凑 " 的 集合 还 一 {4，B},f 在 上 的 限制 8: 
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媳 4=z 对, 是 8 的 扩张 
图 3-14 
到 一 HH, 是 把 Hi 的 元 素 “ 亲 ”了 映 到 邱 的 一 点 的 常 值 映射 。 于 
是, 此 映射 8 是 的 限制 ,反之 , f 是 & 的 扩张 . 
又 例如 ， 我 们 考虑 把 自然 数 集 J 映 到 其 2 们 的 偶数 集 互 
的 映射 


(Xx2):]—E, 
当 取 7/ 的 子 集 一 一 奇数 集 0 时 ,映射 《X2) 在 0 上 的 限制 
(X2)10:0 -> EE 是 把 奇数 2 十 1 喘 为 偶数 44 十 2 二 2(n 十 
1) 的 贞 射 ， 反之 , 设 《X2)10 为 8:0 -> 8, 取 含 0 的 集合 为 
7 了, 若 映 射 
大 J 了 一 卫 
如 下 确定 : 了 的 元 素 若 为 奇数 24 十 3, 则 
12n + 1) — 2C2n + 1), 
若 为 偶数 如 , 则 其 2=) 一 4 一 1。 轴 为 由 了 的 定义 下 0 一 8， 
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所 以 此 映射 + 是 ~ 的 扩张 ， 可 是 ,因为 1 由 KH2n) 一 4 一 1 
把 侦 数 映 为 奇数 ,所 以 它 与 上 述 的 映射 (xX2):; J 一 是 不 间 
的 。 由 此 例 可 知 ， 一 般 地 ， 映 射 的 限制 是 唯一 确定 的 。 但 其 
逆 , 映 射 的 扩张 ,一 般 地 存在 好 些 个 。 


55 点 列 


下 面 , 我 们 来 说 明 应 用 映射 的 基本 概念 ， 设 7 了 为 自然 数 
集 ，X 为 任 权 的 党 合 ,， 是 把 了 丙 为 工 的 任意 映射 。 于 是 ,由 
f 把 7 的 点 1 映 为 X 的 元 素 f1)， 2 了 贞 为 K2)， 3 映 为 
天 3),………， 由 这 样 的 映射 j, 可 使 X 的 元 罕 陆 续 确 定 。 我 们 招 
集合 的 这 些 点 天 了 ), 2), 人 3),…* 记 做 吉 ,xs x3，……'。 于 
是 , 若 给 定 喘 射 :J > 有 , 则 在 集合 中 有 标号 为 1 ,2,3,… 
的 点 的 集合 , 确切 地 说 , 确定 了 XX 的 点 列 &, ma， *%4，-"…*， 反 
之 ,车 在 X 存 在 点 列 ,点 & 作 为 1(D), 点 作为 K2),…, 映 
射 1:J 一 XX 就 确定 了 ， 于 是 ,集合 X 的 点 列 , 实 际 上 和 把 它 看 
做 映射 1] -> X 是 相间 的 。 
在 高 等 学 校 中 ,学 过 数列 (无 限 的 ), 研 究 过 向 某 数 有 逼近 的 
问题 , 但 是 这 种 数列 是 点 列 的 一 种 。 也 就 是 取 实 数 集 尺 作 为 
集合 和 ,而 且 把 通过 映射 天 了 一 R 确定 的 数列 简 记 为 {Kz)}。 


例如 , 当 瑞 射 有] 一 R 是 fx) 一 于 时 ,表示 这 种 映射 的 数 


到 二 二， 二 相合 


$6 和 转 征 到 数 

下 面 , 我 们 取 某 集合 X, 暂 时 把 x 固定 进行 考虑 。 在 此 X 
中 任 取 一 子 集 4， 当 从 多 中 任 取 一 个 元 豪 时 ， 若 该 元 素 属于 
4， 使 它 对 应 数 1, 若 不 属于 4, 使 它 对 应 数 0。 和 根据 这 种 对 
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应 ， 就 确定 了 从 X 到 0 与 1 构成 的 集合 的 贞 射 zf。 此 映射 
Xa:X— {0, 1} 
叫 敌 X 的 于 集 4 的 (在 X 中 的 ) 转 征 函数 ， 为 什么 采用 特征 函 
数 这 样 的 名 称 , 可 以 反 过 来 说 明 。 假设 已 给 从 X 到 0 或 1 的 
全 一 跌 射 1, 于 是 由 该 映射 ,使 取 值 为 1 的 x 的 元 案 的 集合 唯 
一 确定 ， 也 就 是 由 映射 产 一 {0,1} 决定 了 x 的 子 集 
4 一 {z|fs) = 1}. 

如 果 作 4 的 特征 函数 X4, 这 与 前 边 给 定 的 映射 了 是 一 致 的 。 
也 就 是 ,集合 X 的 子 集 4 由 特征 函数 X4 唯一 决定 ， 因 此 可 以 
认为 特征 函数 就 是 子 集 - . 

最 后 ,还 机 说 一 句 话 ， 如 果 Xs:XX 一 40, 4} 从 理论 上 是 
遂 得 过 的 ,就 应 叫做 特征 爱 射 。 可 是 , 由 于 从 前 zs 已 称 为 特 
征 函 数 , 所 以 这 种 称呼 还 是 因 答 习惯 ， 因为 它 对 数学 来 说 也 
是 人 为 的 ， 特 别 是 使 用 特征 函数 这 种 称呼 也 不 会 引起 混乱 和 
麻烦 ,所 以 在 此 即使 放弃 特征 映射 这 种 叫 法 ,对 于 继续 前 进 也 
许 还 是 有 益 的 。 


第 四 章 关 系 


$1 直 积 


在 平面 上 取 正 交 的 = 轴 和 ? 轴 , 我 们 来 考察 , 如 图 所 示 ， 
以 一 个 顶点 为 原点 边 长 为 1 的 正方 形 。 正如 所 知 , 这 个 正方 
形 的 点 能 用 实数 对 (z, y) 表示 出 来 。 在 这 种 情况 下 ，> 是 点 
(z, 9 在 * 轴 上 射影 的 点 (z, 0) 的 = 坐标 , ? 是 点 (x; )) 在 
? 轴 上 射影 的 点 (0、?) 的 y 坐标 。 从 这 一 事实 可 以 看 出 , 当 
在 * 四 和 ? 轴 上 分 别 取 从 0 到 1 的 线段 10,1] 时 ， 从 各 线 毁 
上 分 别 取 任意 点 = 与 所 成 的 对 〈z，?)》 就 是 正方 形 上 的 点 
(x )), 


二 


El 
0, DE ,1) 
4 A 
对 区 (07 本 > ‘0,1] 
Bey 


re a 
‘0. 0) ,六 x 加 


图 4-I 


把 如 此 得 到 的 正方 形 说 成 是 线 疏 [0,11 和 线段 [0,1] 的 
直 积 ， 在 一 般 情 形 中 , 当 已 给 两 个 集合 与 了 时 ， 所 谓 直 积 ， 
是 指 从 X 中 任 取 一 个 元 素 x*， 再 从 YY 中 任 取 一 个 元 素 做 成 
的 对 x, ;)， 若 把 对 (x, ?7 看 做 一 个 新 "点 "时 。 所 有 这 种 点 


42 - 


作成 的 集合 , 我 们 用 记号 x Y 表示 。 当 X 和 YY 是 集合 时 ， 
由 任意 元 素 x€ X 和 3》€ 了 作成 的 对 (x,7) 总 是 菜 种 “东西 ”， 
而 确切 地 说 , X X 了 就 是 集合 

XXY 一 {(z,y)1YrzeX, Ve Y}. 
上 述 例子 正 是 当 加 一 了 一 [0, 1] 时 的 特别 情形 ,所 以 XXY 
可 以 解释 为 正方 形 的 点 的 集合 ， 

这 个 问题 也 可 用 另外 的 观点 来 观察 ,如 图 所 示 , 若 在 * 轴 
上 区 间 [0, 1] 的 所 有 点 上 都 画 出 垂直 于 x 轴 的 [0, 1] 线 段 ,这 
些 线段 的 所 有 点 构成 正方 形 。 或 者 , 在 * 轴 上 的 线段 [0, 1] 
上 ,， 牌 直 于 * 轴 长 度 为 1 的 线段 从 0 到 1 作 平 行 移动 ,这样 的 
线段 也 画 出 了 正方 形 。 


| 下 有 ny Dr 
yl by, dy |y, | 
州 | 请 
2 - 
[ET “Eo 名 人 
RY= re 
田 4-2 
如 果 把 它 用 式 子 表示 , 则 有 


XXY= {x, IVrE X, VyE Y} 
~ Us{(x,7)|Yye Y}, 
若 设 {(x*, ?)jYye Y} 一 了 zs, 则 当 * 一 定 ,Y 的 点 ?变化 时 ， 
Y: 和 Y 是 相同 的 集合 ，Y* 是 在 x 轴 上 立 于 [0, 1] 的 点 * 上 
的 线段 ， 因 为 Yz 的 = 是 [0, 1] 的 任意 点 ,所 以 Y* 是 从 Yo。 到 
Y, 时 硕 * 的 变化 而 移动 的 . 


其 次 ,作为 例子 。 设 X 是 线段 [0,1],Y 是 半径 为 十 的 加 
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44 
周 .如 果 象 上 面 那样 考虑 ,那么 直 积 XXY 就 是 在 长 为 1 的 线 


届 各 点 处 做 垂直 于 该 线段 旦 完全 相同 的 锅 局 记 构 成 的 图 形 . 
或 者 说 ， 在 这 个 线段 上 且 垂 直 于 线段 的 圆周 平行 移动 所 得 到 
的 图 形 ， 也 就 是 象 下 图 那样 的 圆柱 面 ， 


若 X 和 了 都 是 圆 局 ， 则 X X Y 是 环 面 . 
集合 的 直 积 , 并 不 是 仅 就 两 个 集合 定义 的 ， 当 已 给 定 # 
个 集合 族 {Xi, Xs，"……， Xe) 时 ,它们 的 前 积 和 两 个 集合 时 一 
样 ,是 用 
RX KX X Ks = {rs sas tn) | VE Ks 
Vr € Ras s Vxa € Ka} 
定义 的 。 在 这 里, 把 已，X， …，X。 叫做 因子 集合 ， 另外 ， 
在 本 书 中 以 后 常 提 到 直 积 ， 这 旱 不 能 忘记 关于 站 积 的 一 个 约 
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定 ,就 是 无 论 在 什么 情况 下 ， 如 果 因 子 集合 中 有 一 个 是 空 集 ， 
出 直 积 必 为 空 集 . 

现在 ,我 们 用 映射 的 概念 来 表示 直 积 的 邦 念 ,具有 个 因 
子 集合 XX, X,,，"…，X。 的 直 积 XX X: X …- X X。 的 任 一 
元 束 z 写 做 《xs ,xs), 但 由 于 元 素 z 是 由 zz 
zs 构成 的 , 所 以 元 素 > 可 以 看 做 : 当 指标 为 1 时 ,对 应 xX, 的 
元 素 ma， 指标 为 2 时 ,对 应 加 的 元 素 x，,………，, 指标 为 4 时 ,对 
应 Xe 的 元 素 **， 即 x(1) 一 za。 x(2) 一 mx(z) 一 rs 
从 这 种 写法 来 看 ,元 素 * 实际 上 可 以 看 做 映射 

x:{l, 2 ny > XU KU UR 

这 里 ,对 应 于 直到 = 的 自然 数 i, 映射 + 的 象 x( 站 是 x 一 {xn， 
的 第 二 个 元 案 x;， 也 就 是 ， zx) 一 ,i 一 
1, 2,"… ,7 显然 xi€ Xi;。 由 此 ,# 个 集合 和 ,Xe 的 直 
积 可 以 看 做 XX … X Xs x: 1, 2, > XU ZX, 
U UX 其 中 xz( 让 EXi, i = 1,2,*…, 7} 用 这 个 映射 的 
想法 ,可 确定 如 下 的 一 般 集 族 的 直 积 ， 

我 们 来 考虑 一 般 的 无 限 集 族 了 一 {Xn| ne M}， 所 谓 这 
个 集 族 的 直 积 。 是 指 从 指标 集 M 到 UX。 的 映射 的 全 体 . 
这 里 的 映射 *, 对 集合 到 的 任意 元 素 上 来 说 满足 x(p) € Xe。 
在 这 种 情况 下 , 直 积 用 记号 [I .ex Xn 表示。 也 就 是 

IILeeuXe 一 {x:M ~ UnXpl Vo E M, xCp) € Ke}, 
由 此 可 知 , 这 个 定义 ,只 不 过 是 根据 有 限 个 信 合 直 积 映 射 的 定 
义 把 它 推 广 到 无 限 个 集 族 的 情形 。 取 走 积 的 任意 点 * 时 , 指 
标 # 的 象 , 即 Xe 的 元 素 x(p) 或 mm 叫做 = 的 上 坐标 。 于 是 ， 
对 于 zx:, 可 确定 与 它 的 上 坐标 xCp) 或 zx 对 应 的 从 ITsemX 到 
Xs 的 映射 pe:I*Xe 一 Xe 把 它 叫做 直 积 向 上 坐标 的 射影 . 

别 是 , 当 因 子 集合 都 是 同一 个 集合 和 时 ,把 指标 集 为 对 的 集 

族 的 直 积 号 做 X*, 把 # 个 相同 的 集合 的 直 积 写 做 X*"。 这 时 ， 
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有 

X= {rs ra) Yi€E XK, i 1, 2 
例如 . 取 长 度 为 1 的 线段 作为 ,车 设 » 一 3, 则 X: 就 是 象 图 
4-5 那样 的 立方 体 中 的 点 的 集合 . 

没有 照顾 到 读者 可 能 感到 的 困难 ， 一 口气 把 直 积 的 问题 
讲 完了 ,现在 让 我 们 慢 襄 地 继续 进行 讨论 . 


困 4-6 


直 积 或 者 简单 地 说 关于 X*, 我 们 着 重 考 起 当 M 是 有 限 个 
n 时 的 X*， 以 线段 [0,1] 作 为 X, 并 常用 工 表示 ， 由 此 可 知 ， 
~ 了 是 线段 [0，1]， 开 一 正方 形 ， 忆 一 立方 休 , 但 是 
= 3， 上 一 ?,"…, 这 里 可 以 把 它们 形式 地 解释 为 是 1 
维 立 方 体 , ?一 2 维 立 方 体 ,P 二 3 维 立 方 休 , 一 般 地 ,1” 一 
维 立方 体 ， 然 而 ,我们 对 这 种 结论 能 够 真正 理解 吗 ? 即使 很 
勉强 ,我 们 也 应 当 这 料 去 理解 。 这 是 因为 ,以 亚 一 《zy 
xz)|VziE ,iE {1,……, 2}} 来 给 由 和 以 T= {xl0 所 +* 
所 1,* 为 实数 } 来 确定 线段 了 一 样 ,都 是 数学 中 正确 确定 的 
集合 。 因 为 数学 是 以 集合 为 研究 对 象 的 ,所 以 1" 这 种 集合 也 
是 数学 的 对 象 。 束 这 种 意义 来 说 , 它 完 全 是 数学 的 实际 存在 。 
那么 集合 T 和 z 到 底 在 什么 地 方 有 差别 呢 。 所 说 的 了 是 能 
够 看 得 见 的 , 当 = 之 4 时 ,是 看 不 见 的 。 在 数学 之 外 , 例如 空 
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气 等 尽管 看 不 见 ,但 它 还 是 真正 的 物理 的 实际 存在 ,因而 看 不 
见 的 这 种 理由 是 不 能 成 立 的 。 不 过 , 它 是 何 物 从 (图 形 的 ) 直 
观 是 得 不 到 的 ,这 一 困难 也 是 事实 . 

这 在 理论 上 没有 什么 新 颖 之 处 。 现在 , 我 们 来 谈 谈 高 维 
空间 的 问题 吧 。 首 先 , 一 维 空间 作为 直线 , 二 维 空间 是 平面 
三 维 空间 就 是 我 们 日 常 记 在 的 空间 。 我 们 在 平面 上 画册 一 条 
直线 ,在 它 上 面 一 点 引 该 直线 的 垂 线 ,使 它 总 与 前 直线 保持 王 
直 关 系 而 移动 ， 于 是 可 知 , 象 线 奴 X 线 用 一 正方 形 那样 ,有 

平面 = 直线 Xx 直 线 一 (直线 》。 


平面 二 (直线 】* 
一 本 
图 4-7 


反之 : 也 可 以 说 , 先 取 一 条 直线 , 使 其 沿 着 和 它 垂直 的 另 一 条 
直线 上 滑动 也 能 得 到 平面 。 因 此 , 若 以 平面 代替 直线 , 画 出 与 
此 平面 交 于 一 点 的 直线 ,使 平面 沿 着 该 直线 移动 ,就 可 以 成 为 
空间 ,也 就 是 

空间 一 平面 X 直线 一 (直线 》X 直线 一 《直线 六 
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着 用 尺 这 种 记号 表示 直线 ,那么 

1 维 空间 = 直线 一 尺 、 

2 维 空间 一 平面 一 R’， 

3 维 空间 一 空间 一 R'. 
至 于 4 维 空间 ,可 先 画 出 与 玉 交 于 一 点 的 尺 ,使 忍 没 尺 滑动 
得 到 的 点 集合 就 是 R'。 同样 地 可 以 得 到 撒 ,R',--…, 以 至 一 
般 地 R"。 这 里 的 R" 是 怎样 构造 的 呢 , 是 所 谓 几 何 的 直观 得 
到 的 吗 ? 如 果 我 们 以 1 维 立 方 体 工 作为 R, 2 维 立方 体 五 作 
为 R', 3 维 立方 体 玉 作为 避 ,……, 那么 一 般 地 * 维 立方 体 1" 
是 什么 样 的 就 可 推测 出 来 . 

听 起 来 似乎 觉得 神秘 ,但 是 当 s 之 4 时 的 R* 和 1" 不 能 
看 做 仅 是 数学 家 的 妄想 ， 它 的 价值 和 用 场 ， 我 们 将 继续 讨论 
《归根 结 底 , 这 一 点 也 正 是 写 这 本 书 的 原因 ). 
我 们 都 知道 ,我 们 头脑 的 大 脑 皮 质 构造 , 从 生理 学 来 说 ， 

是 掌管 我 们 思维 的 器 官 。 这 种 皮质 构造 是 由 108 个 (一 100 亿 
个 ) 神 经 原 构成 的 , 它们 是 用 所 谓 突 触 组 织 , 对 于 一 个 神经 原 
约 和 10 个 其 他 的 神经 原 连 结 起 来 的 ,这 种 情况 实在 是 无 法 形 
容 的 一 种 复杂 的 构造 。 因 此 ， 即 全 使 用 现在 最 先进 的 科学 方 
医 ， 对 于 我 们 的 思维 是 什么 这 个 问题 仍 无 法 解答 ， 最 近 ( 从 
1960 年 以 来 ), 拓 扑 学 家 E. C. 季 曼 握 出 了 新 的 建议 .建议 中 关 
于 大 脑 拓扑 学 的 理论 概要 ,在 抽 著 《 丘 扑 学 的 世界 兴 钻 五 社 出 
版 ) 中 做 了 详尽 的 叙述 ,成 为 其 理论 要 点 的 就 是 所 亩 思维 立方 
体 的 概念 。 大 脑 皮质 构造 是 10” 个 神经 原 构 成 的 , 各 种 神经 
原 送 由 于 其 他 神经 原 传 来 的 信息 而 兴奋 的 。 若 神经 原 处 于 完 
全 不 兴奋 状态 时 用 0 表示 ,最 兴奋 的 状态 时 用 1 表示 ,那么 各 
神经 原 的 兴奋 状态 就 能 够 用 线段 1 二 [0,1] 的 点 +( 即 901 
的 实数 ) 表 示 出 来 ， 因 此 , 当 我 们 把 10* 个 神经 原 的 状态 付 上 
记号 1,2, 3, 4, … 时 , 叉 设 每 个 神经 原 的 状态 为 6，#，0 
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| y / 笠 突 
A eee 


Tero 


i 

A 2 

Fa | 地 突 — ' BD 

钟 经 到 
神经 与 输 突 的 突 触 图 


神经 原 可 以 看 做 电子 回路 的 时 体 管 原件 ， 轴 突 则 类 似 于 导线 
招 它们 连结 起 来 ,形成 一 个 回路 网 ， 即 头脑 .由于 神经 项 和 向 
突 连 结 点 的 突 触 部 位 生物 电 和 化 学 反应 引起 刺激 ， 再 由 轴 帘 
向 另 一 神经 原 传递 
馈 4-8 


4，"…*, 那么 皮质 构造 的 全 体 状 态 如 何 ,就 可 用 10” 个 的 实数 
组 ? 
《Ca ps bs" tag) 

来 表示 。 这 里 的 各 如 显然 有 0 二 二 1。 例如, 当 所 有 的 二 
为 0 时 的 皮质 状态 (0。0，…，0) 可 以 认为 是 睡眠 。 这 祥 一 
来 ,皮质 的 状态 ,也 就 是 我 们 的 思维 可 以 看 做 和 108 维 立 方 体 
相同 的 集合 。 因 此 ， 季 受 提 出 了 把 19" 维 立 方 体 7” ~ 恩 维 
立方 体 作为 我 们 头脑 的 数学 模型 ,用 以 说 明 我 们 的 认识 ,记忆 
等 的 心理 现象 。 

当然 这 种 理论 还 没有 完成 ， 但 是 将 来 进一步 发 展 的 时 候 
对 于 以 前 我 们 还 无 法 养 清楚 的 人 的 心理 构造 问题 ， 就 有 希望 
得 到 解决 。 另外 , 几乎 在 这 种 想法 的 同时 , 法 国 的 拓扑 学 家 
有 . 托 姆 一 般 地 广泛 而 深入 地 进行 了 研究 工作 , 并 县 把 它 应 用 
于 包含 人 在 内 的 生物 以 及 无 生物 的 形态 形成 论 中 。 这 种 未 来 
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_ 的 科学 ,将 把 本 书 中 所 论述 的 现代 数学 产物 , 令 人 感到 高 度 所 
象 的 数学 的 实际 存在 作为 一 种 有 利 的 工具 来 进行 研究 。 


$2 关系 

在 第 二 章 和 第 三 章 中 , 关于 集合 和 陕 射 做 了 阐述 。 把 集 
合 和 映射 集中 到 一 起 , 称 为 售 合 论 ， 因而 集合 论 就 是 关于 集 
合 和 映射 的 理论 ， 集 合 论 ,特别 是 有 限 集合 论 ,在 产生 人 类 文 
化 的 同时 , 它 不 知 不 觉 地 已 被 人 们 所 认识 。 而 无 限 集合 论 , 约 
在 一 百年 前 ; 它 的 理论 才 由 康 托 尔 所 开创 ,在 第 二 ,第 三 章 中 
已 做 了 大 致 的 叙述 ， 它 们 将 成 为 今后 科学 界 中 相当 有 力 的 语 
言 。 在 这 章 中 , 我 们 将 讨论 关于 直 积 这 个 重要 概念 的 各 种 关 
系 


当 笼统 地 说 到 普通 的 “关系 ”时 ,例如 象 人 类 之 间 的 友情 ， 
首先 必须 考虑 对 象 集合 X 的 存在 。 于 是 , 当 X 是 人 的 集合 时 ， 
说 a 先生 和 5 先生 之 疗 有 友情 关系 ，5 先生 和 。 先生 之 阅 没 
有 友情 关系 ， 这 里 所 说 的 “关系 * 是 集合 X 中 的 两 个 元 案 之 闻 
的 关系 ,在 (a, 5) 有 友情 关系 。(6。e) 没有 友情 关系 这 种 说 
法 中 ,都 是 用 工 的 商 个 元 素 构成 的 对 来 表示 的 。 反 之 ,如 果 鹅 
. 们 考 菩 有 友情 关系 的 两 个 元 罕 构 成 的 对 的 全 体 ， 并 设 它 为 你 
合 有 那么 从 数学 的 关系 来 说 , 可 以 招 呈 定义 为 义 的 直 积 XX 
的 某 一 子 集 。 就 前 边 的 例子 来 说 。 因 为 “ 先生 与 二 先生 有 友 
情 关系 , 所 以 《a，5) € RR, 亢 先生 与 e 先生 没有 友情 关系 ， 
所 以 (5, c) 六 R， 在 许多 情况 下 , 当 券 席 基 种 关系 R, 在 ay 5 
满足 这 种 关系 , 即 (o，5《 尺 时 ,常常 采用 如 下 写法 : RE- 
在 研究 人 类 和 生物 时 , 一般 地 , 在 研究 人 文科 学 时 ,关系 
这 种 概念 的 建立 应 当 是 首要 的 基本 任务 。 因此 , 我 们 首先 讨 
论 关系 的 一 般 性 质 ， 
由 集合 X 所 确定 的 关系 R， 对 于 XX 的 任 一 元 素 “ 恒 有 
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aRa WI (Casa)é R 
时 ,我 们 就 说 它 是 肥 负 的 。 其 次 , 若 aR6, 则 有 4Ra 时 , 则 称 
关系 了 是 对 称 的 。 如 果 有 
aR&b 卫 5Re， 而 总 有 aRe 

时 , 这 种 关系 称 为 可 迁 的 。 若 把 关 g 系 玉 人 为 人 的 集合 的 友情 
来 看 待 ,由 于 人 均 半 和 让 已 是 友好 的 , 落 用 与 自己 友好 这 种 总 
义 来 解释 友情 ， 则 对 于 的 芷 -元素 a, aRe 就 表示 友情 的 
反 身 关系 。 另外 ,因为 友情 是 互相 产生 的 。 所 以 着 “对 了 友 
好 , 则 2 对 “也 友好 .因此 , 若 eaR5, 则 有 6Ra, 它 表示 友情 的 
对 称 关系 ， 但 是 , 当 。 与 有 友情 ,5 与。 也 有 友情 时 ,。 与 
s 不 一 定 有 友情 美 系 ,所 以 不 能 说 友情 具有 可 迁 关系 . (对 于 
友情 来 说 , 若 壕 一 步 详细 考虑 ,无 论 反 身 关系 也 好 , 对称 关系 
也 好 ,也 许 才 不 存在 ,这 是 因为 人 赣 友 情 这 种 概念 共有 不 确切 
的 暖 际 的 因素 ,这 不 是 数学 上 的 问题 ,而 这 一 点 却 是 人 文科 学 
中 的 一 个 重要 问题 ,) 

在 这 里 ,再 说 上 一 名 闲话 。X 上 的 关系 R 是 X* 的 某 一 于 
集 , 用 RCX: 确定 。 于 是 , 当 (a, 6)€ R 时 ,由 于 4。 和 具有 
及 的 关系 ,所 以 可 使 


4 对 应 5 
车 换 一 种 说 法 , 当 

(a, bER 
时 ,就 规定 

ro) = 6, 
由 关系 尺 可 确定 映射 

r:X— X. 
实际 上 ， 


Ym {xl(x, ER 
也 就 是 ,把 X* 到 XX 的 第 一 坐标 的 射影 设 为 


.Sl 


PX 

对 , 若 令 PLX 一 Y， 则 >:Y 一 X, 在 一 般 铺 况 下 , 它 是 多 值 
映射 (因为 也 许 4 与 5 种 < 都 友好 )。 由 于 是 多 值 的 , 这 里 导 
人 关系 的 概念 与 第 三 章 中 将 要 结尾 时 要 求 映 射 是 单 值 的 这 一 
点 是 个 很 大 的 矛盾 。 因 为 在 那里 说 过 把 多 值 映 射 变 为 单 值 映 
射 是 有 许多 方便 的 。 在 这 里 导 人 了 关系 这 一 新 概念 , 归根 到 
底 是 因为 用 单 值 映射 作 起 来 不 便 。 用 单 值 映 射 不 能 说 明 的 部 
分 作为 关系 导入 我 想 还 总 合适 的 。 因 此 ， 虽 应 撤回 前 言 , 但 
是 按 着 以 前 的 规定 ,在 这 本 书 中 ,只 要 提 到 映射 还 是 涉 单 值 时 
射 来 理解 。 


$3 等 价 关 系 


在 现实 世界 中 ,可 以 考虑 无 数 的 关系 。 在 这 些 关系 中 ,最 
重要 的 关系 是 等 价 关系 ， 它 是 满足 " 反 身 "“ 对 称 "“ 可 迁 "三 
种 性 质 的 关系 。 而 且 等 价 关 系 常用 记号 二 或 ~ 表示 。 例如 。 
我 们 再 取 人 的 集合 xX, 我们 考虑 同姓 这 种 关系 = 二， 由 于 任何 
人 a 都 与 自己 同性 ,所 以 a = a ( 反 身 )。 其 次 ,车 a 三 5 显然 
8 三 a (对 称 )。 若 so = 5b, 5 三 c， 三 人 都 是 同性 的 ， 显然 
es 二 c。《 可 迁 )。 所 以 ,同性 关系 三 是 人 的 集合 X 的 等 价 关系 。 
那么 ， 若 在 集合 XX 上 给 定 了 等 价 关系 三 , 当 X 的 元 素 a,5 有 
4 三 5 时 ,我 们 就 说 和 5 是 等 价 的 。 对 于 集合 X 的 任意 
元 素 。, 与 < 等 价 的 区 的 元 素 全 体 的 集合 用 [a] 表 示 。 即 

[ol ~ {rla ~ zj， 
因为 aa， 所 以 ae [s]， 也 就 是 , [a] 决 不 会 是 空 集 ， 但 
是 ， 当 我 们 考虑 两 个 这 样 的 集合 [ae]，[2] 时 ， 它 们 必 是 
Is] 几 5] 一 弛 或 者 [a] = [2]. 
落 [oJN[2] 一 多, 就 没什么 可 讨论 的 。 若 [adJI 关 各， 
则 只 要 证 明 [a] 一 [5] 鄙 可 。 这 个 问题 也 可 以 这 样 说 ， 郑 
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Telc581， 巾 从 有 [1q] 二 [人 。 我 们 先 证 明 [a]C12]， 帮 为 
Talnri 夫 各 :所 以 fajmnL5] 至 少 含有 一 点 c。 于是, 因为 
<“ 售 于 [a] 又 含 于 [ 引 , 所 以 a。 ~ <，4& ~c 成 立 。 因 为 关系 
一 是 对 称 的 , 所 以 有 c ~ a。 由 5 ~ “和 * ~ s, 应 用 可 迁 关 
系 , 则 得 6 ~ s。 若 * 是 [a] 的 任 一 元 素 , 则 有 a ~ *, 很 据 可 
迁 关系 必 有 5。 ~ *， 这 就 意味 着 xe [6]。 因为 * 是 [1 的 任 
意 元 素 , 所 以 Le] C16] 是 显然 的 。 同样 可 以 证 明 [el 二 [1， 
所 以 可 知 [el ~ 18]。 于 是 ,我 们 的 问题 得 到 证 明 。 由 此 ,车 
考 串 和 的 子 集 并 


{Ie]jae X}, 
它 就 成 为 分 离 的 集 族 ， 而 且 把 每 个 子 集 Ie] 叫 做 等 价 类 。 确 
团 地 说 , 叫做 含有 “ 的 等 价 类 , 也 可 叫做 «的 块 形 ， 这 里 , 重 
要 的 是 
Usex[a] — X, 
也 就 是 , 当 集 合 X 存 在 等 价 关 系 时 ,无 就 是 由 这 种 等 全 关系 分 
成 的 块 形 组 成 的 . 
一 般 地 ; 当 X 存在 分 离 的 子 集 族 
B= {Pi, 
而 且 有 
UiPi=X 
时 ,把 这 冬 的 族 号 叫做 区 的 分 着。 于 是 前 边 的 说 法 也 可 以 说 
成 : 和 可 以 分 浏 成 它 的 等 价 关 系 的 等 价 类 族 。 反之 , 当 给 定 
的 分 市 生 一 {Pi} 时 ,所 谓 x,y 有 ~ 关系 ,是 指 确 定 x,? 是 
同属 于 的 元 未, 即 久 是 等 价 关 系 。 由 此 可 知 ,x 的 等 价 类 族 
正好 是 爸 . 
前 边 所 说 的 等 价 关系 , 现在 举 一 个 简单 的 例子 。 设 X 是 
人 的 集合 ,把 ~ 作为 人 和 人 之 闻 的 一 种 关系 。 当 两 个 入 之 间 ， 
说 是 男 的 或 同 是 女 的 时 ,就 说 有 了 关系 ~。 于 是 ,根据 等 价 关 
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等 礁 美 6] 


将 曾 闫 [a] 


辕 4-9 

系 , 人 的 集合 羡 被 分 为 两 个 块 形 , 见 男 人 全 体 禄 女人 爹 体 。， 另 
外 ， 作 为 数 掌 的 例子 ， 我 们 考虑 所 有 整数 的 集合 Z。 现在 ， 
我 们 考虑 某 一 下 整数。 在 此 ,我 们 来 定义 整数 * 与 5 的 等 价 
关系 ， 当 “一 s 能 用 ?整除 时 。 我 们 说 ” 与 5 是 等 价 的 ， 即 
4 ~ 5， 这 种 等 价 关 系 是 容易 理解 的 。《〈 对 于 2 的 任 一 元 素 
6， 因为。 一 6 一 0， 9 二 一 0， 所 以 ?能 整除 a 一 a， 艺 
4e~a。 着 a ~5, 把 a 一 86 用? 除 , 设 它 的 商 为 9, 则 5 一 a 
用 ? 涂 的 商 必 为 一 9, 即 5 一 «能 被 整除 ,所 以 ~ as。 若 
s~b,b~c， 用 PP 除 a 一 b 和 5 一 c 商 为 9% 与 9。 于 是 
a 一 cm(s 一 8) 十 (2 一 <) 被 ? 除 ,其 商 必 为 4 十 2， 因 
而 a 一。 能 被 ?整除 ,所 以 有 a ~ <。) 而 且 , 在 这 时 ,整数 全 
体 被 分 成 ?个 块 形 ， 即 余数 为 0 的 整数 集 、 余 数 为 1 的 整数 
集 ,…, 余数 为 一 1 的 整数 集 。 〈 若 ? 除 4 余数 是 +,p 除 5 
余数 也 是 时 , 则 a 二 mp 十 rz,b5~bp 二 rs 而 s 一 b= 
《ma 一 部 )p， 即 ?能 整除 a 一 和， 也 就 是 a ~ 5。 其 逆 也 成 
立 .) 

其 次 ， 我 们 考虑 某 集 族 f。 它 的 两 个 元 素 集 台 和 和 了 是 
网 构 的 , 即 X ~ 了 , 是 的 它们 之 闻 存 在 双 射 

f:X—Y, 

于 是 ,因为 恒 等 喘 射 
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ieX->X hi) = x, VxEX 
是 双 射 , 所 以 承 ~ 叉 成 立 , 即 ~ 是 反 身 关系 ， 若 和 一 了 是 
册 双 射 f: 允 一 了 给 定 ,其 逆 映 射 
六 :YY 一 时 
也 是 双 射 ,所 以 了 ~ XX 成立, 即 ~ 是 对 称 关系 。 当 已 知 X 和 ~ 
Y，Y ~ Z 分 别 是 双 射 
天 和 YY g;: 了 一 也 
时 , 则 复合 映射 
Sf: XZ 
是 由 于 双 射 合成 的 必 为 双 射 .由 此 ,有 和 ~ Z, 所 以 ~ 是 可 迁 
关系 。 于 是 ~ 是 等 价 关 系 。 根据 这 样 确定 的 同 构 关系 , 集 族 
被 同 构 的 决 形 所 分 割 , 这 种 情形 下 的 所 谓 同 构 , 对 有 限 集合 
而 言 ,X 和 了 的 元 素 的 个 数 是 相同 的 。 对 无 限 集 合 而 言 ,它们 
具有 相同 的 基数 ， 
34 半 序 集 
以 后 经 常 出 现 的 重要 关系 是 所 谓 “ 半 序 ” 关 系 ， 作为 例 
子 ， 我 们 来 考虑 某 集 合 的 子 集 族 2*、 当 生 的 子 集 4，B 有 


4CB 时, 就 说 包含 4 这 种 包含 关系 是 半 序 关系 的 典型 , 
首先 ,因为 


ACA, 
所 以 半 序 集 是 一 种 反 识 关系 。 其次, 如果 

ACB, BCc, 
则 4CC， 


这 是 一 种 可 迁 关系 .但 是 , 即使 有 4CB3， 也 未 必 有 BC4， 
所 以 半 序 关系 不 是 对 称 的 ， 若 

ACB 且 BC4, 则 4 一 8B， 
这 时 , 称 这 种 关系 具有 非 对 称 性 质 。 
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- 般 地 ,对 于 关系 所 ,第 一 它 满足 
4 扎 4( 反 身 律 )， 
第 二 它 满足 
车 4 所 B 且 B 所 4, 则 4 = 8B( 非 对 称 律 )， 
第 三 它 满足 
车 4 所 8,B 必 C, 则 4 志 C《 可 迁 律 ) 

时 ,把 所 凡人 敌 半 序 ,集合 X 及 其 半 序 所 构成 的 对 《X, < ) 叫 做 
半 序 集 、 当 我 们 熟悉 了 的 时 候 , 为 了 简便 ,可 省 略 所 ,只 把 X 
叫做 半 序 集 . 

例如 ,我 们 取 整 数 集 Z。 现在 把 么 数 之 疝 的 大 小 关系 所 
作为 关系 来 考查 一 下 。 对 于 任 一 整数 * 有 x* 声 *。 其 次 ,对 
于 整数 罗 车 * 委 ?< 室 * 则 rz 一 7 若 x* 志 3,y 呈 zs, 则 
xc 多 sz, 所 以 Z 和 守 的 组 合 (Z， 委 ) 是 半 序 集 。 在 这 种 情况 
下 ,任意 取 Z 的 两 个 元 素 *,?》 时 ,它们 具有 如 下 特殊 性 质 : 有 
x 委 ?或 所 x 或 者 二 者 都 成 立 。 若 把 整数 集 Z 换 成 实数 集 
尺 。 也 有 同样 情况 ， 再 举 一 个 例子 ,平面 上 的 点 可 以 看 做 取 实 
数 * 轴 和 ? 轴 的 直 积 尺 X 只 ， 这 个 直 积 的 元 素 〈《z, ?) 是 用 
两 个 实数 作成 的 对 表示 的 ,而 两 点 名 一 (x 3),， 一 《x 
为) 之 疗 的 关系 碾 ， 是 由 所 且 所 yy 来 定义 二 
于 是 ,与 前 边 的 落 数 情形 一 样 ,关于 专 , 平 面 是 半 序 集 (R X 
R, < ), 

现在 , 我 们 来 讨论 有 关 半 序 集 的 基本 概念 ， 设 已 知 半 序 
集 (X, 志 )、 并 取 XX 的 任 一 子 集 4。 关 于 4 的 任意 元 素 x，、 
7y,， 所谓 * 委 》 是 拱 在 原 太 中 有 * 迄 》 时 而 确定 的 。 于是， 
4 的 关系 迄 显 然 是 半 序 的 。 半 序 集 (4 科 ) 岂 做 〈《X， 安 ) 
的 子 半 序 集 . 例如， 前 边 说 的 ， 关 于 (R x R， 专 ) 取 ? 轴 
上 的 所 有 点 作为 4, 则 《4， 盛 ) 就 构成 子 半 序 集 。 半 序 ， 实 
际 上 是 比较 含混 的 通常 顺序 概念 的 准确 化 。 因此 , 我 们 现在 
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对 最 大 或 最 小 这 种 概念 作 如 下 说 明 . 

设 X 是 半 序 集 ,4 是 X 的 某 一 子 集 ， 这 时 所谓 ? 是 4 的 
最 小 元 素 , 是 指 y 是 4 的 元 素 , 而 且 对 4 的 所 有 元 素 *， 均 有 
》 必 x， 同样, 所 谓 点 Y 是 4 的 最 大 元 泰 ,是 指 y 是 4 的 元 素 ， 
而 且 对 4 的 所 有 元 素 x, 均 有 x 委 》， 下 面 的 概念 是 非常 容易 
混淆 的 。 所 谓 元 索 y 是 4 的 极 小 元 亭 , 是 瓜 》 是 4 的 元 素 , 且 
满足 x 必 y》 的 4 的 元 素 * 除 > 以 外 不 再 存在 。 其 次 , 所 谓 ? 
是 4 的 极 大 元 素 , 是 指 ? 是 4 的 元 案 , 且 满足 x 守 》 的 4 的 元 
素 * 除 ? 以 外 不 再 存在 .还 有 ,所 谓 X 的 元 索 》( 也 可 以 是 
的 元 素 ) 是 4 的 上 界 ,是 指 对 于 4 的 所 有 元 素 +*，* 安 》 成立。 
所 谓 X 的 元 素 Y 是 4 的 下 界 ,是 指 对 于 4 的 所 有 元 素 *, x 之 》 
成 立 ， 一 般 地 ,把 存在 上 界 和 下 界 的 子 集 4 叫 做 有 界 的 。 所 
调 X 的 元 素 = 是 4 的 上 确 杰 ,是 据 x 是 4 的 上 界 中 最 小 的 ,也 
就 是 对 于 4 的 任意 上 界 7, 满 足 y > z 的 上 界 z， 同 祥 , 可 以 定 
义 4 的 下 确 界 ， 在 这 里 必须 注意 的 是 , 最 大 元 素 、 最 小 元 素 、 
上 确 界 、 下 确 界 , 不 总 是 存在 的 。 但 是 ,如 果 存 在 就 是 唯一 的 。 
作为 例子 ， 候 定 4 是 由 如 下 四 点 构成 的 集合 4 一 { (0, 0)， 
《0, 3), 《1, 1),(2, 2)}。 于 是 ,4 可 以 作为 (R Xx R, 专 ) 的 
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子 半 序 集 ， 这 时 ,4 的 极 大 元 素 是 (0，3), (2。22。 极 小 元 素 
是 (0, 0), 虽然 4 不 存在 最 大 元 素 , 但 最 小 元 素 是 (0，0)- 
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第 五 章 实数 直线 


$1 实数 直线 


现代 数学 是 以 牛顿 、 莱 布 尼 兹 创始 的 微 积 分 也 称 分 析 学 
为 主流 的 。 而 且 由 于 微 积分 的 发 展 , 我 们 能 够 弄 清 许多 自然 
的 特别 是 物理 学 的 现象 ， 分 析 学 主要 是 处 理 实 数 和 复数 以 及 
研究 微分 、 积 分 或 微分 方程 的 学 科 。 

到 现在 ,我 们 已 经 导 人 了 集合 和 映射 的 丢 念 , 它 是 不 同 于 
数 的 数学 对 象 ， 虽然 集合 不 同 于 分 析 学 , 但 至 少 引进 了 一 些 
相近 的 思想 ， 一 般 的 集合 ,也 能 够 如 同 实数 ,复数 那样 进行 高 
度 的 数学 处 理 ， 为 此 要 在 集合 中 导 人 一 个 叫做 拓扑 的 构造 
来 考察 映射 的 连续 性 以 及 可 微 性 等 。 车 把 运算 导 人 集合 , 它 
就 成 为 代数 系 ,但 是 若 把 某 一 构造 “拓扑 ” 导 人 集合 , 它 就 几何 
化 ,这 就 是 我 们 现在 要 讨论 的 拓扑 空间 。 

因为 拓扑 空间 是 为 了 把 数 中 的 连续 性 扩大 到 集合 中 去 而 
引进 的 概念 ,所 以 我 们 这 里 首先 复习 以 往 在 数 的 领域 中 ,连续 
性 是 怎样 研究 的 ,由 给 定 的 什么 禅 的 结构 来 研究 连续 性 的 .为 
此 , 我 们 首先 取 实数 集合 以 及 几何 学 中 的 实数 直线 。 并 且 在 
第 六 章 中 ,还 要 讨论 实数 直线 的 连续 性 是 怎样 几何 化 的 ,是 怎 
祥 把 实数 直线 作为 拓扑 空间 来 掌握 的 

我 们 首先 握 出 一 个 前 提 ， 那 就 是 , 实数 的 集合 与 直线 上 
点 的 集合 是 双 射 对 应 ,也 就 是 所 说 的 同 构 集合 . 

如 所 周知 ， 在 直线 上 取 一 点 作为 原点 ， 再 取 一 个 单位 长 
度 ， 使 离开 原点 距离 为 1 的 点 对 应 数 1， 根 据 这 样 建立 的 坐 
标 系 ,直线 上 的 点 能 用 所 有 实数 表示 出 来 。 反 之 ,任意 给 定 一 
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图 了 1 


个 实数 ,直线 上 必 有 唯一 一 点 与 之 对 应 ， 例 如 ,我 们 使 用 回答 
如 图 5-1 那样 来 求 与 V2 对 应 的 点 ;根据 所 说 的 前 提 是 可 以 
求 出 的 。 但 是 ,把 直线 直观 地 理解 为 到 处 连续 而 不 弯曲 的 线 ; 
` 它 是 否 果真 能 如 上 边 说 的 那样 ,和 实数 集合 同 构 昵 。 实 际 上 ， 
这 是 还 没有 用 数学 证 明 的 性 质 。 在 图 5-1 中 , 我 们 首先 用 贺 

”六 作 出 了 V2 的 点 ,但 是 它 可 能 是 我 们 的 错觉 ,实际 上 著 用 超 
显微镜 去 观察 ,圆规 所 夯 出 的 硒 导 ,也 许 在 我 们 直观 的 直线 上 
的 点 之 间 挤 过 去 , 因此 ,我 们 的 前 提 是 : 直线 和 实数 是 同 构 的 
集合 ， 这 实际 上 就 是 我 们 采用 能 够 看 得 见 的 直线 的 原因 。 因 
此 ,根据 所 说 的 前 提 , 宁 理 以 和 实数 根 结 合 而 定义 的 直线 为 对 
象 , 这 样 定义 也 许 是 合适 的 。 这 实际 上 是 一 般 集合 和 数 相 结 
合 所 给 的 定义 ， 

以 后 ,在 本 章 中 把 和 这 种 实数 同 构 的 直线 叫做 实数 直线 。 
并 用 记号 R 表示， 

在 高 等 学 校 学 过 的 微 积 分 中 ,最 本 质 的 概念 是 什么 呢 , 那 
就 是 数列 的 收 伍 摄 念 。 因此 我 们 首先 来 研究 收敛 的 弛 念 。 


$2 数列 的 收 全 
我 们 来 研究 数列 | 十]。 老 把 
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在 实数 直线 上 用 坐标 系 描绘 出 来 ， 如 图 5-2 所 承 ， 当 # 按 1> 
2,，3，，… 顺 次 增加 时 ,数列 的 点 


1 
1 


二 
就 素 源 减 小 而 净 近 于 0。 把 这 一 事实 反 过 来 也 可 以 这 样 说 : 
只 要 ”取得 充分 大 就 能 使 得 十 任意 地 趋 近 于 0. 而 且 , 这 时 旋 
说 数列 仁 } 收 全 于 0， 通常 写 做 
bt 
这 里 麻烦 的 是 等 号 " 一 “的 使 用 ,年 一 看 的 确 有 可 能 认为 数列 
所 } 关 半 是 等 二 0 的， 得 是 ,尽管 取得 很 大 如 100 亿 ， 二 


1 L 
就 是 66 亿 10000000000 


那么 km 十 一 0 表示 什么 吧 ， 如 前 边 阅 的 那样 , 当 ”取得 序 
分 大 时 它 表 明 二 任意 徘 近 于 0 的 状态 。( 显 然 , 若 以 fo 一 


{0, 0，…，0，…"} 作 为 数列 ,从 开始 到 各 项 。oo 皆 为 0。 尽 管 
在 这 种 情况 下 没有 什么 意义 ,但 上 面 的 解释 还 是 正确 的 , ) 
因此 ,在 本 书 中 和 现代 数学 中 ,常用 


同 ~ a 


一 0.0000000001, 这 也 决 不 是 0。 


“fle 


辕 5-3 
这 种 简单 记号 来 表示 数列 全} 收 俩 于 0. 


关于 记号 就 谈 这 些 。 现 在 参照 图 5-2 再 次 考虑 二 一 0 
的 概念 ， 在 前 面 已 经 说 过 ,车 ”取得 充分 大 时 , 则 二 任意 和 


近 于 0， 在 这 里 , 充分 大 或 任意 靠近 的 意义 ， 想 已 理解 , 但 很 
淮 说 在 数学 方面 没有 什么 模糊 的 了 . 

不 能 说 已 经 十 分 明白 ， 我 们 不 厌 其 烦 地 再 稍微 说 几 句 。 
“如 果 # 取得 充分 大 , 则 去 任意 靠近 于 0* 把 这 种 对 客观 状态 


葛 描 写 可 以 换 成 如 下 说 法 随便 给 定 不 沦 怎 样 小 的 数 ， 我 们 
总 能 找到 使 上 比 已 给 的 数 还 小 的 "上述 两 种 说 法 都 表示 


相同 的 状态 。 例 如 , 取 0.01 作为 小 数 , 为 使 十 比 0.01 还 小 ， 


=。62， 


设 * > 100, 两 边 取 倒 数 , 则 有 


i001, 
-100 


也 就 是 ， 如 果 =” 大 于 100， 则 了 所 有 的 二 比 给 定 的 0.01 还 


靠近 0 点 。 若 这 种 回答 还 没有 说 服 力 ， 那 么 青 到 小 数 为 
0.0000000001， 相 应 地 到 ”> 10000000000， 也 就 是 取 * 大 


于 100 亿 , 则 寺 出 已 给 的 数 0.0000000001 更 华 近 于 0 点 ， 显 


然 ，" 到 得 越 大 ， 二 就 越 趋 近 于 0 。 根 据 这 各 说 法 ， 


1 


二 一 0 
四 


玫 示 如 下 状态 ， 不 论 给 定 怎 样 小 的 。, 冲 能 找到 mw, 当 = > m 
时 ,0 和 上 的 中 加 | 一 二 | 小 于 。， 


现在 不 讲 由 ,而 讨论 一 般 的 数列 {a}。 数列 {oj 收 生 
于 实数 。 即 


{oj 一 a 或 oa 
是 指 对 于 不 论 怎样 小 的 数 s > 0， 必 存在 my 对 于 所 有 的 
# > mo， 使 得 
| 一 al 天 e 

成 立 。 
孵 哇 的 话 到 此 结束 ， 上 述说 法 多 半 是 不 怎么 熟悉 的 外 国 
语 昧 道 ， 除 此 之 外 ， 它 把 前 边 说 的 含混 的 表现 用 数学 巧 妈 
地 表示 出 来 了 ， 牛顿 等 人 创始 微 积 分 是 在 十 七 氟 纪 的 中 轩 > 
开始 时 , 收敛 的 概念 显然 是 含混 的 ， 之 所 以 达到 现在 这 种 正 
确 的 表现 形式 ,是 因为 有 了 维尔 斯 特 拉 斯 时 期 的 工作 ,这 中 滞 
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大 约 经 过 了 一 百年 。 但 是 ,如 果真 正明 白字 , 那 交 加 伦 布 (Co 
1ombo) 孵 也 就 不 是 什么 问题 了 。 由 于 用 很 长 的 语言 叙述 , 不 
便于 理解 ,所 以 我 们 常常 使 用 记号 。 首 先 用 英语 可 以 写 做 
“For any:s > 0 there exists an mo stigh that |a 一 -os[ 8 
for all > to 

.因为 三 党 就 是 所 有 的 意思 ,所 以 如 果 用 以 前 说 过 的 记号 ,可 以 
学 做 


Ye>0, 3m, Yn mm, |a—as| < Ee; 


下 面 , 我 们 来 考察 o。 一 «的 几何 表示 .. 车 按 上 面 的 定 
义 ， 好 0 一 a 可 用 图 表示 (图 5-4)，!a 一 os[ <s 是 指点 os 
和 位 于 在 4 的 两 侧 距 离 为 6 之 0 的 两 点 一 8 和 a 十 5 之 闻 的 
任何 位 置 。 在 这 里 ，|s 一 .1 < 而 不 是 [4 一 os| 硅 s, 这 是 
因为 os 不 能 成 为 两 点 4 一。 和 十 8s。 设 有 端点 为 x, x 过 
7》) 的 某 一 线段 ,以 x， 为 端点 但 不 含 两 个 端点 x， 的 线段 叫 
: 坝 开 区 闻 , 并 用 《x,y) 表示 。 即 

(x59) = {lx < < 

于 是 ，se 一 4 就 是 ， 对 于 已 给 的 6 > 0， 存 在 m, 车 # > no， 
则 所 有 的 os 包 合 在 以 a 一 6 和 a 十 8 为 端点 的 开 区 闻 《a 一 
号 ,8 十 6) 中 , 即 


as€ la— 6, a+ 8) 
城 立 . 
车 仔细 观察 图 形 , 当 o 一 “ 时 ， 如 果 4 充分 大 , 则 as 就 
性 意 地 接近 于 a。 在 “ 的 两 侧 距 = 为 上 的 点 设 为 一 s，e 十 
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e; 以 这 两 点 为 端点 的 开 区 闻 (a 一 eye 十 s) 着 以 一 个 不 规 员 
的 区 间 代 痊 ， 例如 (a 一 之 ee 十 二。 )， 也 能 确定 ”实际 
上 也 许 惊人 的 大 ), 只 不 过 有 些 变化 而 已 。 在 这 个 问题 的 本 
抽 上 没有 多 大 差别 。 另外 ， 把 区 间 (a 一 6。a 十 6) 代 之 以 使 
4 <<。< eat (8, c)) 成 立 的 开 区 间 (6。c) 也 是 可 以 的 。 由 
此 ， 


Ed 


oa 一 
是 指 对 于 含有 “ 的 任意 开 区 间 〈2。 c), 总 存在 nm， 若 ” > m， 
则 有 


anE (8, EO). 
也 就 是 ， 数 烈 的 收敛 在 本 质 上 可 以 用 开 区 间 这 种 几何 概念 来 
表示 。 


sa>a 到 Vb oe) 3 @, ro, Vn > oa Cb, c)» 
图 5-5 


$3 开 集 


现在 ,我 们 进一步 给 出 如 下 定义 。 
实数 直线 R 的 子 集 口 是 开 集 ， 是 指 对 于 避 的 各 点 x 存在 
适当 的 开 区 间 (a, 8), 使 
*€é(la, BTCU 
成 立 。 妆 也 是 含有 * 的 开 区 间 时 , 苹 叫 做 * 的 开 邻 城 . 
为 了 说 明 开 集 ,我 们 规定 如 下 术语 。 对 于 只 的 两 点 "< 
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2 以 a, 5 为 端点 的 点 x 的 集合 4 等 > 友 二 叫做 闭 区 闻 , 并 用 


[as 5] 表示 .也 就 是 
La, b] 一 {xlsE x £6} 


是 含有 =， “的 线段. 
一 ER [6 
! 
图 5-6 | 
闭 区 间 [a, 6] 是 开 区 闻 (a, 6) 加 上 沸点 oa， 5 的 集合 同样 地 ， 


对 于 区 闻 (a, 5) 加 上 一 个 端点 4 或 ,可 以 定义 区 闻 
[as 人 一 {rlosz < 


和 
(0, 51 一 {xle < xE5), 


一 ls —~ 


一 -一 6 一 


a 
图 5-7 


另外 ,可 以 定义 : 以 “为 端点 的 区 闻 
Co) ble < 


(~%,o) ~— {zls> «} 


ET 
一 一 一 人 
图 5-8 


局 桩 ,可 以 定义 以 = 为 端点 的 区 间 


fte，co) 一 {zlaSx} 


《一 co ,ol 一 {xlo=*} 


图 5-9 
在 这 里 ,可 能 提出 co 是 个 什么 记号 ，oo 显 然 不 是 实数 ,而 
是 射线 区 间 的 一 个 端点 向 羞 一 个 方向 无 限 增 大 或 无 限 减 小 ， 
可 以 把 它 看 做 没有 尽头 的 意思 . 
现在 我 们 来 研究 ,区 疗 、 射 线 等 哪 一 个 是 开 祭 .首先 考虑 
开 区 间 (a，&), 如 果 设 * 为 它 的 任意 一 点 , 则 有 
xE Ca, BC(a, 5)。 
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所 以 含有 (e， 5) 的 开 


5) 是 开 集 , 
其 次 ,考虑 闭 区 
则 显然 有 


区 间 是 存在 的 ; 即 (4, 5) 本 身 ,因此 (ec， 


间 fa, 幻 ， 如 果 点 * 既 不 是 4 也 不 是 5， 


xElas BCLa, 6], 


当 取 4。 或 5 作为 x 时 ,例如 就 。 来 看 ,因为 4 是 [6,5] 的 最 小 
值 , 所 以 如 果 ee 《xz,y), 必 有 x < as 这 样 点 * 就 不 属 玉 [a， 
如 ,所 以 se (x, 7)C fs, 61 的 开 区 间 (《a, 2) 根本 不 会 存在 . 
因此 fa, 5] 不 是 开 集 。 就 是 说 ,有 最 小 点 与 最 大 点 的 集合 不 
能 是 开 集 ， 辣 样 可 以 漠 清 下 面 的 事实 是 正确 的 : 《a, 5), 《a， 


o),〈 一 co， e) 是 天 


(一 00, ol 不 是 开 集 。 


到 此 ,关于 实数 


fF 集 ; fa, 6], [os 6), 《as 52], [ 


直线 的 开 集 问题 还 完全 没有 说 朋 


,0%0), 


现在 我 们 来 考虑 实效 直线 RR 本 身 。 当 任 取 RR 的 点 * 时 ， 
因为 存在 含有 * 的 开 区 间 , 例 如 (x 一 1, < 十 1), 所 以 R 本 身 
， 对 于 的 任意 点 *, 含有 点 * 的 开 集 UU 
(是 RR 本身 也 好 , 开 区 间 《x 一 1, x 十 1) 也 行 ) 总 存在 . 

下 面 , 我 们 来 考虑 空 集 放 是 怎样 的 呢 2 因为 对 于 
命题 的 不 论 哪 一 点 都 不 在 多 中 ， 所 以 该 命题 的 任何 3 
因此 乡 也 是 开 集 . 《我 想 这 多 半 是 牵强 附 
会 的 。 因为 归根结底 是 空 的 , 所 以 不 论 怎么 说 都 没有 多 大 影 


是 开 集 。 由 此 可 知 


都 可 以 说 是 正确 的 ， 


响 . ) 


af8e 


F 所 谓 … 
E 张 对 包 


设 口 和 V 是 R 的 开 集 ， 于 是 并 集 UUV 还 是 开 集 。 这 是 
因为 ， 取 了 ZU7 的 任意 点 +,， 即 xe UUV。， 于 是 或 +EU 或 
zxEV 或 者 它们 都 成 立 。 若 *k 口 ,因为 品 是 开 集 ,所 以 x€ Cs， 
CU 的 开 区 闻 (a, 5) 存在 ， 因 为 有 

xzefa bYCUCUUY, 
所 以 开 区 间 (a, 5) 被 UUV 所 包含 。 当 xe VV 时 。 也 同样 司 
以 找到 包含 于 UUV 的 含有 >* 的 开 区 癌 。 由 此 ，7UTY 是 开 
集 。 这 种 想法 并 不 是 仅 适用 于 两 个 开 集 的 情况 ，R 的 任意 开 
集 族 1 一 {Eelae M} 的 并 集 UnU4 是 R 的 开 集 。 

同样 地 ,可 以 指出 , 若 忌 和 7 是 开 集 , 则 交集 UV 还 是 
开 集 。 


1 (0 
从 
| 


全 i 一 一 一 站 | 


设 * 是 UNV 的 任意 一 点 ， 因 为 *E UU， 所 以 存在 x & 
(es6)CU 的 开 区 间 (a, 5), 又 因为 xE7， 所 以 存在 *e(c， 
2)CP 的 开 区 间 (ec, 4)。 设 4。,。 中 大 的 为 ;5, 2 中 小 的 为 
已 由 于 能 够 确定 使 “ 

xeE(ey 有 一 (ez 站 (cy ACUNY 
成 立 的 区 间 (e, 力 , 所 以 UNV 是 开 集 ， 和 前 边 同样 ,有 限 个 
开 集 族 吕 ，…, Us 的 交集 态 mV。 还 是 开 集 。 但 是 对 
于 无 限 个 开 集 族 , 这 一 结论 是 不 能 成 立 的 。 


= 69。 


nr 
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图 5-12 


例如 ,对 各 自然 数 > 取 开 区 间 0 一 (一 二 ， 


{于 


于 是 ,从 图 5-12 可 知 , DU, 一 {0}. 可 是 在 集合 {0 


十 和 和 集 族 


如 


} 中 ,由 于 合 


有 一 点 0 的 集合 不 能 看 做 开 区 阅 , 所 以 {0}, 也 就 是 一 点 0 不 


是 开 集 ， 同 禅 地, RR 的 任何 一 点 也 不 是 开 集 ， 大 


家 可 以 类 似 


地 状 虚 , 当 如 是 开 集 时 , 从 中 去 掉 有 限 个 点 的 集合 还 是 开 集 ， 


这 一 事实 是 很 容易 摘 清 楚 的 。 
根据 已 有 的 准备 ， 现 在 考虑 ， 应 用 开 集 来 讨 
伍 


也 , 必 存 在 自然 数 mm, 若 # 之 mo, 则 ae UU. 


论 数 列 的 收 


数列 {ao} 收敛 于 。, 即 a。 一 ,是 指 对 于 “的 任意 开 邻 域 


现在 我 们 来 证 明 这 个 问题 ， 这 样 又 出 现 了 教室 里 的 那 种 
于 召 无 味 的 气氛。 但 是 大 家 不 必 那 么 担 优 。 首先 ,车 把 开 集 


代 之 以 开 区 间 , 那么 就 可 知道 这 种 问题 是 正确 的 . 


此 作为 


证 朋 , 首先 用 前 边 的 命题 导出 上 面 的 命题 即 可 ， 车 设 U 是 a 
的 任意 开 集 , 则 存在 使 ee (8, ce)cCU 的 开 区 间 (2。c)。 因 为 
一 “ 所 以 由 前 边 的 命题 ， 必 存在 自然 数 m, 当 = > 时， 
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me 《6，4)， 因 为 (8, c)CU, 所 以 显然 有 oe U, 于 是 上 面 的 
命题 得 到 证 明 ， 其 次 ,反之 设 上 面 的 命题 是 正确 的 。 于 是 , 因 
为 含有 < 的 任意 开 区 间 显 然 是 “ 的 开 邻 域 。 所 以 必 存 在 自然 
数 m, 当 之 时 ,on€ U 一 (b,c)， 就 是 说 前 边 的 命题 得 到 
证 明 ， 到 此 证 明 完了 ， 

这 里 ， 想 用 正式 的 数学 格调 并 结合 医 形 来 确切 地 六 明 收 
敛 问题， 

定理 1 实数 直线 尺 的 点 列 {ao} 收敛 于 点 e 即 an > 6， 
充分 必要 条 件 是 , 对 于 “ 的 任意 开 邻 域 U, 必 存 在 自然 数 my 
使 得 车 = > #0, 则 sse U. 

若 用 记号 表示 ,如 : 

on 下 4 二 =zY 开 集 U 34, 300, Va > mo an€ U, 

如 果 用 图 形 表示 ;就 是 : 


vy 
| 
Ere ， - eh Ls 
Hm > 
图 5-13 
是 便 ， 在 这 里 再 把 我 们 讨论 过 的 关于 开 集 的 结果 概括 如 
下 : 
定理 2 关于 实数 直线 丸 
是 开 集 ， 
9 是 宅 集 ， 


对 于 的 任意 点 *， 存 在 含有 * 的 开 集 U， 
任意 开 集 族 {Un| jE M} 的 并 集 UsUx 是 开 集 ， 
任意 将 限 个 开 集 族 U,,………,0, 的 交集 是 开 灌 . 
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$4 聚 点 ' 闭 集 

下 面 , 我 们 来 讨论 闭 集 ， 和 开 集 一 样 ,对 它 的 探讨 是 拓扑 
学 中 必须 完成 的 一 项 根本 任务 。 前 边 讨 论 过 的 闲 区 间 就 是 网 
集 的 例子 。 由 

fa 6] ~ Ca, b)U{e} UEsY 

可 知 , 闭 区 间 就 是 在 开 区 间 (c, 5) 上 加 上 两 个 端点 。 和 6。 这 
两 个 端点 和 开 区 间 有 什么 关系 中 。 为 说 明 这 个 问题 , 我 们 首 
先 需 要 介绍 聚 点 的 概念 。 我 想 诸位 读者 多 半 是 熟悉 的 , 不 必 
象 以 往 那样 着 急 ,暂且 简单 地 介绍 一 下 . 

所 谓 点 * 是 集合 互 的 聚 点 ， 是 指 存在 由 互 的 相 异 点 所 构 
成 的 收敛 于 = 的 数列 {zx}。 

鲍 互 是 开 区 间 (0,1) 和 3 表示 的 点 的 并 集 , 即 日 一 《0， 


2 1 1 并 
1)U13}， 这 时 ,二 《x 1) 一 0， 3 (n> 2) 
1 一 士 (4 > D 一 1. 因此 ,点 0 二，! 等 是 甩 的 本 点， 容 
易 看 出 数列 {1 一 二， > !} 是 可 的 点 而 且 所 有 点 还 是 相互 


不 同 的 。 在 这 里 。0，! 不 是 妃 的 元 素 ,而 十 是 刀 的 元 素 , 点 


3 好 然 是 玉 的 元 素 , 但 不 是 互 的 聚 点 (虽然 { 3,3,…，3，…} 可 
以 看 做 收敛 于 点 3 的 吾 的 数列 ,但 应 该 注意 ,这 个 数列 不 是 玉 


2 


的 相 异 点 构成 的 )。 

从 这 个 例子 可 知 ,集合 吾 的 聚 点 有 时 是 互 的 元 京 , 有 时 不 
是 互 的 元 素 . 

我 们 已 知 , 聚 点 是 用 收 倒数 列 定义 的 ,但 收敛 可 用 开 集 来 
表示 ,所 以 可 用 开 集 的 概念 来 表示 育 点 的 概念 ， 如 : 

定理 3 点 x 是 集合 瑟 的 豪 点 的 充分 必要 条 件 是 ，* 的 
任何 开 邻 域 都 合 有 和 x 不 同 的 五 的 点 y. 


图 5-15 


证 明 若 * 是 互 的 育 点 ， 则 必 存 在 由 瑟 的 不 同 点 构成 的 
收敛 于 z 的 数列 {x。}， 若 设 品 为 * 的 任意 开 邻 域 , 根据 定理 
1, 必 有 自然 数 mw, 如果 #2 之 m6, 则 zs€ 吕 。 也 就 是 xsor1s zoot2 
& 上， 因为 这 两 点 是 不 相同 的 ,其 中 之 一 必定 不 是 ** 那么 把 
它 作 为 ? 即 可 ,反之 ,假设 zx 的 任何 开 邻 域 都 含有 不 同 于 * 而 


属于 妃 的 点 y。 对 各 自然 数 a， 用 {z 一 二 ,x 十 十) 表示 合 


有 = 的 开 区 间 gs， 也 就 是 抬 * 的 开 邻 域 族 {Us} 看 做 x 的 开 
邻 域 。 根 据 假设 ,在 UNE 中 存在 和 *x 不 同 的 点 , 设 它 为 立 。 
车 令 了 Vs 一 0, 一 {xz}, 则 容易 知道 7, 是 x 的 开 邻 域 ， 因 此 ， 
根据 假设 ,在 及 站 瑟 中 能 取 到 和 * 不 同 的 点 #;。 点 刁 是 瑟 的 
点 * 它 即 不 同 于 * 也 不 同 于 .一 般 地 ,如 上 作法 可 以 得 到 根 
蜡 点 &， 六 …， x4， 假定 这 些 点 构成 的 有 限 集合 为 Fi, 并 设 
Van 一 Uxn 一 Fa 则 Vrr 是 x 的 开 邻 域 。 根 据 假设 ,在 
Vin 几 HH 中 可 取 到 不 同 于 * 的 点 xtrn， 这 点 zan 是 理 的 点， 
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而 不 同 于 #4，,…, zk。 这 样 一 来 就 确定 了 由 扎 的 所 有 和 相 异 点 
构成 的 点 列 {za}， 因 为 这 个 点 列 {xs} 显然 收效 于 x, 所 以 x 
是 互 的 聚 点 。 

所 谓 妃 是 诸 集 ， 是 指 吾 的 所 有 聚 点 仍 含 于 五 ， 这 就 是 闭 
集 的 定义 。 

例如 , 闭 区 间 [a, 5] 就 是 开 区 赣 (a, 5) 加 上 它 的 两 个 育 
点 4 和 4 由 于 [a, 65] 再 无 别 的 聚 点 ,所 以 闭 区 间 就 是 闭 集 ， 

RR 的 有 限 个 点 的 集合 卫 , 它 反正 不 存在 由 F 的 相 异 点 构 
成 的 点 列 ， 所 以 玉 的 聚 点 集合 是 多 。 因 为 人 忆 F， 所 以 F 是 
闭 集 . 

另外 ,前 边 说 过 的 集合 吾 一 《0, 1)U{3}, 虽然 0,1 是 下 
的 聚 点 ,但 不 是 五 的 元 素 , 所 以 互 不 是 闭 集 。 又 因 , 所 有 含有 
3 的 小 开 区 间 都 不 售 于 五 ,所 以 下 也 不 是 开 集 . 

若 用 开 集 表示 闭 集 , 有 下 列 定 理 : 

定理 4 ”五 是 闭 集 的 充分 必要 条 件 ， 就 是 下 在 玉里 的 补 
集 R 一 坊 是 开 集 。 

明证 设 栈 是 闭 集 ，x 是 一 矿 的 任意 一 点 。 由 于 瑟 是 
闭 集 , 所 以 x 不 是 互 的 谊 点 , 就 是 说 , 使 UNH 一 名 的 x 的 
开 邻 域 [x 至 少 存在 一 个 。 由 此 , R 一 日 一 Ures-nUx, 也 就 
是 R 一 互 是 开 集 族 {Us} 的 并 集 ， 根据 定理 2，R 一 电 是 开 
集 . 反之 ,车 RR 一旦 是 开 集 , 则 根据 开 集 的 定理 , 对 于 R 一 厂 
的 任意 点 x, 存在 使 zE UsCR 一 吾 的 开 区 间 U。。 根据 收敛 
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定理 1( 实 际 上 是 它 的 对 侦 命 题 )， 由 到 的 点 构成 的 所 有 点 列 
不 收 敏 于 z, 也 就 是 在 RR 一 政 上 不 存在 五 的 素 点 、 出 此 , 巨 的 
所 有 聚 点 都 含 于 如 ,所 以 互 是 闭 集 证 明 完 了 。 

已 知 空 集 委 和 有 本 身 是 开 集 。 由 忍 一 一 好 以 及 YZ 一 
RR 一 RR 可 知 , 弛 和 尺 也 是 闭 集 。 


55 连续 函数 


在 高 等 学 校 学 过 从 实数 直线 尺 到 了 的 函数 ,例如 f(”) 一 
3x,， J(*) ~ ?一 5x 一 5 等。 我 们 现在 用 拓扑 学 的 概念 来 讨 
论 这 种 函数 的 连续 性 质 . 

设 对 是 好 的 子 集 ,考虑 从 对 到 只 的 函数 : f: M ~> RR， 设 
< 是 M 的 点 ,所 谓 了 在 M 的 点 “连续 ,是 指 由 M 的 点 构成 的 政 
化 于 x 的 数列 {zo}, 它 在 函数 f 下 映 得 的 数列 {jCx)} 收敛 于 
Kxz)。 所 谓 函数 了 在 M 连 续 , 是 指 了 在 M 的 各 个 点 连续 。 当 
不 必要 特意 表示 M 时 ,就 简单 地 说 了 是 连续 的 。 

例如 ,f; RK 一 尺 ,， 对 于 RR 的 所 有 点 +, 是 以 1(%) 一 3z 确 


定 的 函数 。 若 取 点 2 以 及 收 化 于 2 的 数列 忆 十 二}， 于 是 


1(#)=— 6 十 三 


而 得 


改革 一 6。 
但 6 一 区 2)， 所 以 


{1 +i)} 72). 


因为 对 于 收敛 于 2 的 所 有 数列 都 有 同样 结果 ,所 以 1x) 一 3z 
在 点 2 是 连续 的 。 又 , f 在 民 的 所 有 点 连续 ,因此 函数 
Te) = 3x 
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是 连续 函数 。 癌 样 地 ,可 知 z) 一 ?一 5x 一 5 是 连续 鸭 数 ， 
这 是 因为 可 把 它 分 成 象 前 例 那 样 的 数 个 连续 函数 。 为 要 更 好 
地 理解 连续 , 反 过 来 研究 不 连续 函数 也 许 更 有 效 些 . 
例如 , 8: R 一 R 是 由 如 下 式 子 和 图 形 确 定 的 : 
当 zx 全 0 时 ，g(xs) 一 
当 x<0 时 ，g(z) 一 一 1 


等 时 


一 2 一 Leaf 
1 


! 
| 起 0 i 2 3 4 


-3 dn = 
Tn 
Sr 
图 5-17 
因为, 对 于 RR 的 任意 点 ,由 < 确定 与 * 对 应 的 点 8( 及 ,所 以 
确实 是 下 数 . 
现在 来 光 守 在 区 数 & 下 的 陕 射 。 对 于 数列 仁 |。 因 为 


二 >>0, 所 以 e( 王 ) 一 十. 由 于 仁 } 一 0 所 以 有 


{eH) -== =e). 


但 是 ,对 于 数列 [一 二 ,天 一 十 <0, 所 以 e (一 十) 一 


(= 二) 一 1. 可 是 (一世) 一 让 > 一 因而 一 1 eC0) 一 0. 
出 此 , 洛 数 在 0 点 不 连续 ， 这 种 连续 还 是 不 连续 ,只 要 把 函数 
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flz)=x—4r"5 9(z) = (rE0), z—1 (<0) 


图 5-18 

的 图 象 画 出 来 ,从 图 形 上 看 是 很 清楚 的 ， 图 5-18 是 表示 连续 
函数 (zs) 一 邓 一 4z 一 5 和 不 连续 函数 2 的 图 象 . 

连续 函数 的 图 象 总 是 不 间断 的 ， 而 不 连续 函数 的 图 象 在 
不 连续 点 却 是 断 开 的 、 到 此 ,作为 连续 的 说 明 , 仅 仅 使 用 了 极 
限 的 概念 ,现在 再 用 开 集 的 概念 换个 说 法 来 讨论 。 

定理 5 设 村 是 RR 的 某 子 集 , 映 射 大 机 M->R 在 M 的 点 
* 连续 的 充分 必要 条 件 是 ,对 于 含有 f(*) 的 任意 开 集 UCR， 
能 够 确定 x 的 开 邻 域 CR, 使 

KvNM)CU 


成 立 ， 

由 于 下 图 象征 性 地 指出 了 定理 $ 的 内 容 ， 所 以 定理 的 意 
义 是 可 以 理解 的 、 在 x 连续 ,可 用 记号 记 做 

Y 开 集 U 3 f(x) ,3 开 集 V 3x, KMNVD)CU， 
象 Ke) 的 开 邻 域 可 以 任意 选取 ， 而 与 之 对 应 的 * 的 邻 域 7 需 
要 适当 地 选取 .因此 ,对 于 取 j(*) 的 任意 小 的 邻 域 , 取 * 的 充 
分 小 的 邻 域 ，… 情 况 ， 应 当 确切 地 进行 叙述 ， 把 这 个 定理 的 
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证 明 写 在 了 下面, 如果 不 感 兴趣 可 以 招 它 扬 开 


证 明 我 们 首先 用 开 


| 


rT 


图 5-19 


集 来 描述 的 连续 性 定义 (定理 5 的 条 


件 ) 导 出 用 收 伍 性 来 刻 划 的 定义 ， 设 忆 是 蕊 轨 的 任意 邻 域 , 了 


是 与 了 对 应 的 * 的 邻 域 ， 


使 KVNMD)CU, 设 {xs} 是 收敛 于 


* 的 必 的 数列 ,因为 {x。} 收 化 于 x, 所 以 存在 自然 数 m。 使 得 
若 4 > m, 则 rz。e 『， 显然 zs:E VNM。 因 为 KVNNM)CU， 
所 以 当 * 之 和 时 ， 有 厌 zs)E U， 因 此 { 共 +。)} 收 伍 于 Kx)， 


所 以 了 在 * 连续 。 反 之 ， 


从 依靠 收敛 性 来 陈述 的 连续 定义 导 


出 用 开 集 来 陈述 的 连续 定义 。 为 此 , 我 们 来 证 明 它 的 对 侦 命 
题 "映射 ,车 应 用 开 集 来 说 明 时 不 是 连续 的 , 则 应 用 收 伍 性 刻 


划 时 也 不 是 连续 的 ”. 


为 映射 了 在 * 不 连续 ,所 以 存在 含有 


f(z) 的 U6。， 对 于 合 有 * 的 任何 开 集 了 ,总 能 找到 使 £ U。 
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的 VNM 的 点 ?图 20)。 由 此 ,对 于 所 有 正 整 数 ” 设 
7 一 人 (z 一 二 ， x+ 二)， 
路 人 


则 MM 的 点 xs 有 
zs 二， 
Ed Ed 


且 开 za) Vo。 这 样 得 到 的 数列 {z 中 收敛 于 *， 但 因 人 xs) 
里 Uo, 所 以 { 厌 xz 四 不 收 伍 于 f(x) ,因而 在 x 不 是 连续 的 。 

车 把 定理 5 的 开 令 域 , 口 换 成 开 区 间 (x 一 8, * 十 5)， 
(f(z) 一 8，f(z) 十 5)， 就 是 大 学 课本 中 关于 连续 的 8，3 定 
义 ， 也 就 是 : 

推论 ” 设 函 数 y 一 xs) 是 定义 在 RR 的 子 集 M 上 的 冰 数 ， 
z 是 M 的 点 。f 在 * 连续 的 必要 充分 条 件 是 ,对 于 已 给 的 数 
e > 0, 总 能 确定 数 5 > 0, 使 得 

若 yE€ Ms, 且 1y 一 xz[ 之 5 则 11(y) 一 J(2)1 志 8 
成 立 。 
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当 映 射  M 一 尺 在 M 的 所 有 点 上 连续 时 ， 可 简单 地 说 
f 是 连续 的 。 关于 这 个 问题 还 可 以 叙述 如 下 . 

定理 6 设 M 是 尺 的 于 集 。 陕 射 f; M 一 RR 连续 的 充分 
必要 条 件 是 ,对 于 尺 的 任意 开 集 厂 。 总 能 确定 开 乐 PCR, 使 

& fAU)= VNM. 

显然 ,定理 的 证 明 只 要 经 过 思考 就 能 完成 ,但 扰 为 了 方便 
尚 不 习惯 于 这 样 构 轧 的 读者 ;下面 给 出 证 明 . 

证 明 设 x 为 《TU) 的 点 。 因 f 在 M 上 连续 ， 所 以 在 
MM 的 各 个 点 * 连续 ， 根据 定理 5， 存 在 = 的 邻 域 ,使 得 
上 VN M)CU. 因此 有 

FU) = Use (VN M) = CUserrwrV IONM, 
因为 开 集 的 并 还 是 开 集 ， 所 以 User-xm7-。 就 是 所 求 的 开 集 
V. 反之 ,如 果 满 中 条件, 根据 定理 5, 在 M 的 各 个 点 连续 , 因 
此 在 M 上 连续 . 

推论 映射 1: RR 连续 的 充分 必要 条 件 是 ,对 于 尺 的 
所 有 开 集 5， 广 (7) 仍然 是 开 集 。 

以 上 ,关于 实数 直线 尺 的 拓扑 学 的 考察 大 致 结束 。 


六 章 拓扑 空间 


$1 拓扑 空间 


在 第 五 章 中 , 我 们 大 致 地 讨论 了 实数 直线 的 拓 耻 学， 所 
调 实数 直线 , 是 代表 著 平 面 上 一 条 直线 的 几何 形象 的 。 为 了 
研究 实数 直线 上 的 拓扑 学 ,我 们 在 实数 直线 上 导 人 了 坐标 系 ， 
并 且 提 出 了 一 个 前 提 条 件 ， 那 就 是 直线 上 的 点 和 实数 集 之 间 
的 对 应 是 双 射 。 如 前 所 说 ,这 样 的 前 提 是 否 真 的 正确 ,在 平面 
上 所 见 到 的 直线 是 否 真 的 和 实数 集 是 同 构 的 ， 我 们 还 没有 办 
法 弄 清 杷 。 因而 ,我 们 就 索性 在 那 种 假定 下 导出 了 实数 直线 
的 各 种 性 质 。 这 件 事 如 果 反 过 来 说 , 那 就 是 : 和 实数 同 构 的 
如 我 们 在 平面 上 所 能 见 到 的 那样 的 直线 。 为 什么 作为 几何 学 
的 对 象 是 实数 直线 . 

现代 数学 总 是 建立 在 若干 假定 之 七 。 作 这 种 假定 的 方式 
很 多 ,但 一 般 说 来 ,是 用 其 对 象 具有 的 性 质 来 选取 假定 。 这 种 
假定 在 数学 中 称 为 公理 ， 

现在 我 们 即将 讨论 的 拓扑 空间 ， 是 以 实数 直线 的 拓扑 学 
所 研究 过 的 事项 为 蓝本 , 反 过 来 采用 它 作为 公理 系统 ,用 满足 
公理 系统 的 集合 来 确定 拓扑 空间 就 是 说 在 非 数 的 一 般 集 
合 中 导入 实数 的 拓扑 性 质 作为 几何 对 象 , 那 就 是 拓 站 空间 .也 
就 是 ,拓扑 空间 是 实数 直线 这 种 概念 的 推广 . 

在 实数 直线 的 拓扑 学 中 ， 最 基本 的 概念 是 数列 (点 列 ) 收 
敛 的 概念 。 而 且 点 列 收敛 的 概念 , 实际 上 是 可 用 开 集 的 概念 
来 表现 的 .另外 ,我 们 已 知 其 它 的 重要 概念 , 如 闭 集 、 连续 函 
数 等 也 都 可 用 开 集 来 表示 。 因此 , 我 们 打算 使 用 开 和 集 的 概念 
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来 定义 拓扑 空 间 ， 所 谓 拓扑 空间 , 是 指 集合 X 里 给 定 叫做 开 
集 的 共 种 子 集 族 。 若 把 集合 只 看 做 集合 ,如同 实数 直线 看 做 
实 激 那 样 ， 并 不 能 言 然 而 然 地 确定 开 集 族 ， 希 要 选 出 集合 X 
的 子 集 族 ,而 且 确定 它 的 成 员 是 开 集 。 对 于 集合 多 ,哪个 子 集 
族 可 规定 为 开 集 , 就 看 集合 六 用 于 什么 目的 而 定 .但 是 ,根据 
实数 直线 讨论 的 情况 可 知 ， 它 不 是 集合 X 的 任意 的 子 集 族 。 
一 个 子 集 族 ， 如 果 它 不 满足 第 五 章 定理 2 中 所 说 的 实数 直线 
的 开 集 族 所 满足 的 性 质 ， 那 么 拓扑 空间 是 不 能 由 实数 直线 的 
推广 而 得 到 的 。 因此 , 可 以 把 满足 实数 直线 的 开 集 族 的 定理 
2 作为 公理 系统 ,集合 X 中 满足 这 个 公理 系统 的 子 集 族 就 是 
的 开 集 族 , 由 此 也 就 规定 了 开 人 乐 。 把 这 种 开 集 族 古 做 空间 
X 的 拓扑 ， 也 就 是 , 当 集 合 X 的 子 集 族 扣 满足 如 下 公理 1 一 5 
时 ,集合 X 伴 同 集 族 各 叫做 拓扑 空间 .而 且 把 集 族 笠 叫 做 它 的 
拓扑 ,把 作为 拓 盾 所 里 的 元 衰 的 的 子 集 叫 做 空间 X 的 开 集 、 
公理 1 集合 X 是 开 集 . 
公理 2 空 集 是 开 集 。 
公理 3 对 于 X 的 任意 点 x, 至 少 存在 含有 * 的 开 集 。 
公理 4 任意 多 个 开 集 的 并 集 是 开 集 。 
公理 5 有限 多 个 开 集 的 交集 是 开 集 。 
当 热 悉 了 拓扑 匀 ， 特 别 是 不 臻 引起 混乱 时 ， 简 单 地 把 和 
叫做 拓扑 空间 ,或 者 更 简单 地 把 X 叫 做 空间 . 
首先 ,需要 注意 几 个 问题 .前边 所 说 的 5 个 公理 并 不 是 
相互 独立 的 。 公理 1 是 说 集合 X 是 开 集 , 但 是 这 个 公理 实际 
上 可 以 从 公理 3 和 公理 4 得到. 就 是 说 ,关于 X 的 任意 点 ,至 
少 存在 一 个 含有 该 点 的 开 集 ,如 果 用 U, 表示 , 那么 就 可 得 到 
一 个 开 集 族 贡 一 {Us|x€ X}。 如 果 作 出 所 有 这 些 开 集 的 并 
集 , 根 据 公理 4 , 它 仍然 是 开 集 。 而 这 个 并 集 是 


U Uox, UUCX, 
x ax 


也 就 是 【上 D。 ~ X。 这 样 就 导出 了 X 是 开 集 。 另外 , 公理 
2 是 说 空 集 是 开 集 , 但 是 这 个 公理 实际 上 也 是 不 需要 的 .这 
是 因为 在 公理 5 中 所 说 的 有 限 个 开 集 当然 也 包含 0 个 开 集 ， 
这 虽然 有 些 府 强 附会 ,但 如 果 按 这 样 解释 , 取 0 个 开 集 等 于 什 
么 也 没 取 , 所 以 作为 它们 的 交集 仍然 是 空 集 。 于 是 ,根据 公理 
5 , 空 集 是 开 集 ， 因此 , 公理 2 也 不 是 独立 的 条 件 。 结 果 是 ， 
公理 1,2 可 从 其 余 公理 3。4, 5 导出 来 。 然 而 ,在 考 感 空间 的 
拓扑 时 ,公理 1,2 的 内 容 还 是 需要 的 。 由 于 它 容易 被 忽视 ,所 
以 党 把 它 作为 公理 。 
因此 ,所 谓 拓扑 空间 ,就 是 集合 和 满足 5 个 公理 的 子 集 
族 , 也 就 是 拓扑 入 所 构成 的 对 
(x, ®). . 
就 是 说 ， 所 谓 拓 站 空间, 可 以 看 做 在 集合 XX 上 给 以 拓扑 中 而 
得 到 的 一 个 构造 。 末 此 ,如 果 两 个 拓 外 空间 是 相同 的 ,首先 它 
们 必须 是 相同 的 集合 。 同 时 它们 名言 的 拓扑 也 必须 是 祖 同 的 
子 集 族 . 
实数 集 RR, 如 果 把 它 看 做 开 集 族 , 则 它 满足 第 五 章 中 定理 
2 的 公理 1 一 5, 所 以 它 是 拓 扩 空间 .这 个 拓 站 空间 是 在 第 五 章 
中 讨论 过 的 实数 直线 ,拓扑 称 叫 做 实数 直线 这 种 拓扑 空间 有 
的 标准 拓扑 .所 以 称 为 标准 拓扑 ,是 因为 在 同一 实数 集 上 有 不 
局 的 拓扑 .例如 ,我 们 考虑 实数 的 子 集 的 全 体 , 也 就 是 集 族 28， 
它 是 满足 公理 1 一 5 的 集 族 、 因 此 。 以 2* 为 拓扑 的 了 是 一 个 
拓扑 空间 。 如 果 招 它 作为 集合 ,虽然 到 到 同样 的 实数 ,但 是 标 
淮 拓扑 不 同 ( 在 实数 直线 中 。 虽 有 菲 开 集 的 子 集 , 但 如 果 以 2* 
为 拓扑 , 则 任何 一 个 都 是 开 集 ), 由 于 得 到 更 大 的 集 族 , 所 以 这 
个 空间 不 是 实数 直线 、 一 般 绝 , 当 到 任意 集合 时 时 ,的 全 条 
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子 集 即 2* 满足 公理 1 到 公理 5 ,可 把 它 作为 的 拓扑 .这 个 
丘 补 叫做 X 的 离散 拭 控 。 具有 离散 拓扑 的 后 扑 空间 ,因为 它 
的 任何 子 集 都 是 2* 的 元 素 ,所 以 是 开 集 ,也 就 是 , 它 是 任意 子 
集 都 是 开 集 的 拓扑 空间 , 而 且 不 存在 非 开 集 的 集合 。 这 一 事 
实在 本 质 上 和 完全 不 考虑 拓扑 是 相同 的 . 

其 次 ,对 于 任意 集合 X， 我 们 来 考虑 由 X 本身 和 多 两 个 
元 素 构成 的 集 族 。 这 个 集 族 也 满足 公理 1 一 5。 这 样 的 拓扑 
叫做 平凡 拓扑 。 这 样 ,和 任 一 集合 和 它 的 平凡 拓扑 作成 的 对 可 
作为 拓扑 空间 ， 但 是 平凡 拓扑 空间 和 离散 拓扑 空间 都 没有 多 
大 意义 ， . 
在 拓扑 空间 中 ,集合 X 不 必 都 是 无 限 集合 。 例 如 ,对 于 由 


三 点 构成 的 有 限 集合 
X= {a,6,c}, 


设 

和 一 《GO {a}, {ayU{2}, {a}U{c}, X}, 
它 满足 公理 1,2 是 明显 的 . 它 也 满足 公理 3, 因 为 对 于 a 有 {aj 
或 la}U{5}, 对 于 5 有 {a}U{5), 对 于 <。 有 {ao}Ut{c}. 再 看 
公理 4, 不 管 信 的 哪 两 个 集合 相 加 , 仍 是 中 之 一 。 进 而 考 井 
公理 5, 例 如 车 {o}U{5} 和 {a}U{c}, 则 有 {so}e 护 ， 所 以 也 
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满足 公理 5。 由 此 ,因为 这 个 集合 确实 满足 公理 1 一 5: 所 以 这 
个 集合 X 以 全 为 拓 丰 构成 一 个 拓扑 空间 、 


$2 拓扑 基 


按 前 面 所 说 的 所 谓 拓扑 空间 ， 是 用 满足 公理 1 一 5 的 括 
不， 把 原来 实数 直线 的 有 关 收 敛 等 的 拓扑 概念 推广 为 一 般 集 
合 上 的 报 念 。 如 在 上 面 的 例子 中 看 到 的 那样 ,任何 集合 髓 与 
基 种 拓扑 之 后 可 以 看 做 拓扑 空间 ,于 是 ,对 于 已 知 的 集合 可 以 
直接 研究 拓扑 空间 的 各 种 概念 , 

设 贡 是 集合 的 基 子 集 族 ,说 4 是 妇 的 其 子 集 族 名 生成 
的 ,是 指 如 下 事实 成 立 . 

区 的 子 集 KK 是 4 的 元 素 的 充分 必要 条 件 是 , K 是 名 的 元 
素 的 并 集 。， 也 就 是 , ! 的 任何 元 素 玉 都 是 名 的 某 些 元 素 的 并 
集 . 

设 吕 是 以 扩 为 拓扑 的 拓扑 空间 X 的 集 族 , 当 拓扑 入 是 由 
罗 生 成 的 时 候 , 只 叫做 的 基 .〔 对 于 任何 子 集 族 ,都 假 定 儿 
是 它 的 元 素 . ) 

以 上 记述 未 免 有 些 过 分 抽象 了 .拓扑 空间 是 由 集合 和 
它 的 丘 提 信 确 定 的 。 如 前 边 的 例子 X 一 1e，,5,c} 那样 :如果 
XX 是 有 限 集合 ,那么 它 的 拓扑 先 的 所 有 元 素 都 可 写 出 来 ， 然 
而 , 一 般 地 , 当 X 是 无 限 集合 时 , 不 可 能 写 出 已 的 全 部 元 素 。 
此 要 考虑 生成 入 的 入 的 基 一. 因为 思 是 入 的 子 集 族 , 如 
果 选 取 的 适当 可 使 讨论 简化 . 因此 , 基 是 简便 表示 入 的 一 种 
反 宜 的 方法 。 例 如 实数 直线 的 移 的 元 索 是 开 集 ,对 于 开 集 UU 
鸭 任 意 点 * 可 得 到 使 *é (a，8) CU 成 立 的 开 区 间 (a, 8)。 
由 于 (a， 5) 是 对 x 而 确定 的 ,所以 可 用 (a,5)x 表示 .于 是 ,有 


五 一 U Co, 6)s,s 
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而 如 是 开 区 间 的 并 集 。 由 此 ， 若 设 思 为 开 区 癌 全 体 的 集合 
则 思 是 拓扑 入 的 基 ， 显然 ,因为 冬 是 各 的 基 ( 根 据 公 理 4): 
所 以 一 般 来 说 , 基 可 有 好 些 个 。 

因此 ,下 述 事实 是 必要 的 。 

定理 设 和 和风 :是 集合 和 的 子 集 族 ， 和 :和 吧 生成 和 
的 同一 拓扑 拉 的 充分 必要 条 件 是 ,下 列 (i), (ii 成 立 。 

(Qi) 车 已 给 吕 , 的 元 素 避 , 对 于 也 的 任意 元 素 *， 有 3; 的 
元 素 V, 使 


*EVEU 

成 立 . 

(i) 着 已 给 3, 的 元 素 , 对 于 V 的 任意 元 素 7, 有 3. 的 
元 素 口 ,使 

， ?ETCF 
成 立 ， 

我 们 将 在 后 面 举 出 这 个 定理 的 例子 ， 当 然 可 招 定理 的 条 
件 变 成 它 的 对 称 形式 ,而 且 还 是 很 有 趣 的 

当 已 知 集合 X 和 它 的 于 集 族 护 时 , 为 了 漠 清 全 是 否 是 拓 
补 , 可 用 公理 1 一 5 来 检验 .但 是 当 扩 是 外 9 生成 的 时 候 , 下 
面 的 定理 是 很 方便 的 。 

定理 设 X 为 集合 , 而 各 是 它 的 子 集 族 , 当 扩 是 由 名 生 
成 的 时 候 ，X 是 以 扩 为 拓 站 的 拓 六 空间 的 充分 必要 条 件 是 ， 
下 列 的 GD 和 (i 成立 . 

(i) 对 于 已 给 的 X 的 点 *, 在 在 区 的 元 素 也 ,使 *e UD， 

(ii》 若 已 给 8 的 元 素 5，7。 对 于 fi 的 任意 点 xy 存 
在 多 的 元 素 柬 ,使 


*EWCECUNV. 
《显然 邢 仅 考虑 UNV 并 多 的 情形 即 可 。》 
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4$3 拓扑 积 


拓扑 空间 义 , 当 它 的 拓扑 基 是 吕 时 ,有 时 用 (X, 名 ) 表 示 。 
设 3,，, 是 某 集 族 , 瑟 , 玉 ; 分 别 是 区， 号: 的 某 元 素 ， 又 , 当 
后 , 生 是 环 ， H; 的 任 敬 点 时 ， 序 对 (加, 后) 的 集合 用 下 表示 。 
即 取 F ~ H Xx H;。 这样 的 五 的 集合 用 和 XxX 8, 表示 (其 中 
隔 , 日 :分 别 是 在 吕 ， 和 9; 中 任意 取 的 元 素 )。 实际 上 ,这 就 是 
集 族 ,8; 的 直 积 。 于 是 , 当 (X64, 3,) 和 (Xs, 8B,) 是 拓 盾 空 
河 时 ,根据 下 面 的 定理 ，(X, X Xs, $B X 马 ) 也 是 拓扑 空间 ， 
并 把 它 叫 做 《Xs B1) 和 《加 ， 8g:) 的 拓扑 积 , 或 者 叫做 积 空 
得. 

定理 当 (X,, %) 和 《X,, B32) 是 拓扑 空间 时 ,拓扑 积 
《XX Xi，B X 3) 是 拓扑 空间 . 

如 果 能 够 证 明 ， 在 四 和 3, 满足 拓扑 基 定 理 条 件 的 假定 
下 ， 筷 X 多 , 也 满足 拓扑 基 定 至 的 条 件 即 可 . 

车 取 开 区 间 所 构成 的 集 族 作为 R 的 其 名 , 则 ( R,B) 是 具 
有 标准 拓扑 护 的 拓扑 空间 ., 它 就 是 实数 直线 ,也 岂 做 一 维 实数 
空间 ， 于 是 ,根据 上 述 定理 , 它 的 拓扑 积 《R X R, X 8) 是 
拓扑 空间 ,简单 地 用 R? 表示 ， 并 把 它 叫 做 二 维 实数 空间 或 者 
到 做 平面 ，R ,已 在 研究 集合 时 , 把 它 看 做 平面 的 点 的 集合 。 
车 任意 取 R* 的 拓扑 基 里 的 成 员 Ut.，U, 因为 U,，U, 分 别 是 
开 区 闻 (a, 3),《e, 4), 所 以 ,如 果 象 图 6-2 那样 作出 UX 如,， 
则 它 是 ?的 开 答 形 

UxU= {Cr, Fe x<b, ec <y < a), 

也 就 是 ,去 掉 周边 的 矩形 的 集合 。 

从 而 , 二 维 实数 空间 R’ 是 平面 上 点 的 集合 , 是 平面 上 所 
有 开 矩 形 构成 的 子 集 族 为 基 而 生成 的 拓扑 空间 ， 

显然 ,不 仅 可 用 两 个 空间 来 确定 白 扑 积 , 也 可 用 3 个 ，4 
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人 | 
sed 

a | 
| 


| 
| 人 = 一 


图 6-2 


| 


个 ,… 空 间 确定 拓扑 积 。 因 此 ， 
{RXRXR,BXxX3x 3) 
是 三 维 实数 空间 Ra, 因为 它 和 ((R x R) Xx R, (3 Xx %) x 
另 ) ~ (RY?，3;) 是 相同 的 , 所 以 它 是 二 维 实数 空间 宋 以 一 纵 
实数 空间 。 因此, R* 就 是 我 们 居住 着 的 空间 中 点 的 集合 , 因 
为 它 的 拓扑 基 是 开 区 间 X 开 区 闻 x 开 区 间 一 开 矩 形 X 开 区 
闻 , 所 以 是 开 立 方 体 ( 列 6-3) 
txXDxD 一 [zy，zs)lco<x<b 
c<ry<d ss <# < 
一 般 地 ,7 维 实数 空间 (R", 3") 是 以 = 维 开 立方 体 
Ur = {Cos rn) lo < xi < biti 1 7) 
为 它 的 拓扑 基 ， 简单 地 用 R" 表示 。 
因为 集合 的 直 积 是 就 无 限 个 集 族 定义 的 ， 所 以 当 已 知 一 
族 无 限 多 个 拓扑 空间 人 (Xa, ge)juk M} 时 , 它 的 拓扑 积 或 直 
积 空 间作 为 集合 可 取 IsXe, 它 的 基 司 样 地 可 由 I .Bs 确定 ， 
但 这 会 引起 很 多 不 便 。 因 此， 通常 是 先 固 定 灌 一 个 Xx, 并 取 
吕 的 一 个 元 束 Di, 使 
五 一 1tzlp(z) = x € Us}, 
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(RxRxR,DxHxH) 


就 是 说 ， 向 上 坐标 的 射影 由 U; 确定 了 IsXe 的 点 * 的 集合 
U, 这 样 的 UU 是 由 基 3 的 每 个 元 素 U; 确定 的 ,同样 对 于 所 有 
的 ps 作出 王 wX 的 子 集 族 , 然后 作 这 个 集 族 的 有 限 个 元 素 
的 交集 (含有 原来 的 集 族 ); 再 以 如 此 得 到 的 IsXe 的 子 集 族 
作为 它 的 拓扑 基 而 在 代 nX。 上 生成 一 个 拓扑 。 这 样 作 得 的 
IIaXx 的 拓扑 叫做 弱 拓 扑 . 

特别 地 ,这 样 作 得 的 可 数 个 Ro《 即 , 与 自然 数 集 同 基数 的 
无 限 个 ) 实 数 直线 尺 的 积 空间 KW 也 做 可 数 维 实数 空间 ， 显 
然 ， 这 样 作出 弱 拓 扑 的 办 法 也 适用 于 连续 基数 吧 个 尺 的 拓扑 
积 R*。 


$4 度量 空间 


在 讨论 拓扑 空间 的 一 般 性 质 之 前 我们 先 考 虚 在 分 析 学 
中 所 使 用 的 虹 离 概念 以 及 它 和 拓扑 空间 的 关系 。 实 数 直线 R 
的 两 点 p, 4 之 疝 的 距离 pCp, 9) 用 
p(p, 39) 一 人 bp 一 引 
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未 示 。 平 面 R 的 两 点 P(x 办 ) 和 9 和 多) 之 间 的 距离 p(， 
94) 用 
plps 9) 一 Vn — wy Ft Ot — py 

表示 .已 的 两 点 P(x4。 为， ) 和 4Cx，。ys，z1) 之 间 的 工 离 
PP，9) 用 

plp, 9) — Vn — wy + Ch y+ Cm — 2 
表示 。 由 此 类 推 , > 维 实 数 空 间 R* 的 两 点 P(x, za …， xn) 
和 4907 3，,…… ,Ys) 之 间 的 距离 e(p。 9) 用 


plp, =— Vr yt rs yoy 
表示 . 

这 样 在 R, R',…-，R*,"… 的 # 维 数 空间 所 确定 的 距离 
P 叫做 欧 几 里 得 度量 ,集合 R" 和 度量 P 构成 的 对 (R”, p) 上 0 
做 7 维 攀 几 里 得 空间 ,特别 是 在 不 会 引起 混乱 时 , > 维 欧 几 里 
得 空间 只 用 R" 表示 ， . 

# 维 欧 几 里 得 空间 R* 的 欧 几 里 得 度量 ?有 如 下 条 件 ， 
plP，9) 之 0, pp, 49) 一 0 的 必要 充分 条 件 为 p 二 9, 又 plz， 
9) 一 pe(49,P), 而 且 ,? 具有 我 们 熟知 的 性 质 

plp, 9) + pq, +) > plp, +) 
(三 角形 的 两 边 之 和 不 小 于 第 三 边 )。 

一 般 来 说 ,可 确定 距离 的 集合 , 除 欧 几 里 得 空间 之 外 , 是 
很 多 的 , 但 是 我 们 知道 它们 都 满足 上 述 性 质 ， 为 了 统一 处 理 
它们 ,首先 给 出 如 下 定义 是 必要 的 。 

所 谓 集合 x 是 度量 空间 ,是 指 可 用 满足 不 列 性 质 的 映射 

Pi 人 一 下 


定义 的 。 
公理 1 对 于 X 沟 和 任意 两 点 x, 3, pCx，Y) 守旧 
公理 2 p(x,y) 一 0 的 充分 必要 条 件 是 * 一 
公理 3 p(x,9) 二 py, *). 
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公理 4 三 角形 公理 ”对 于 和 X 的 任意 三 点 x。 )，wy p (x， 
3) ee(x,y) 十 p(y, #5) 成 立 ， 

晓 射 ? 叫做 集合 X 的 上 度量。 确切 地 说 ， 三 和 2 组 成 的 对 
《Xp) 是 度量 空间 。 如 = 维 网 几 里 得 空间 就 是 度量 空间 的 典 
型 。 当 两 个 度量 空间 的 集合 相同 , 它们 的 度量 也 是 间 一 映射 
时 ,就 说 两 个 度量 空间 是 相同 的 . 

对 于 可 数 无 限 维 实数 空间 RW 的 两 点 Zt，*，""") 和 
C94 72s*…*), RW 的 度量 姑且 认为 是 


plp, 9) | 2 (xi— yy, 
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但 是 ， 一 般 说 来 D3 (i 一 不 是 数 , 也 就 是 ,数列 


{~ Da 

不 一 定 履 化 。 例如 ,车 设 志 一 1 为 一 0, 则 {oo} 一 {2}, 而 
{7} 是 发 艇 的 。 由 于 这 种 原因 ， 在 .Rw 中 含有 不 能 确定 "的 
点 ,所 以 "不 是 R% 的 度量 ， 

因此 ,我们 现在 考虑 使 立 yz 收 全 的 R% 的 版 + 的 全 休 . 
在 这 样 Re 的 子 集 工 的 任意 两 点 ?。9 之 间 ， 上 述 的 op, 9) 
收 全 ,从 而 是 度量 ,而 工 是 谍 量 空间 。 这 种 可 数 无 限 纹 的 度 
量 空间 叫做 希 尔 位 特 《Hilbert 空间 . 

我 们 已 知 , 对 于 任何 集合 X, 内 要 适当 地 给 与 拓扑 (如 高 


散 拓扑 ), 就 能 构成 拓扑 空间 ,这 时 , 对 于 任意 集合 X, 如 果 令 
p: XR, 


x plr, J) ~ 1, 
ry, plr, $y) 0, 
则 《了 ¥, p) 满足 公理 1 一 4。 而 构成 拓扑 空间 。 显 然 ,这 种 度量 
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2 没有 多 大 的 实用 价值 、 

设 X 是 拓扑 空间 ，z 是 X 的 点 ， > 是 > 0 的 实数 ,用 
N(xw) 表示 p(x，,y) < 的 X 的 点 ?的 集合 。 也 就 是 

NiGoa) 一 {yle(x, 7) < >}CX， 

Wr(z) 叫 做 开 球 邻 域 . 《之 所 以 称 为 开 球 邻 域 ， 以 后 会 知道 它 
是 扳 扑 空间 的 邻 域 ,在 此 只 希望 暂时 承认 这 个 名 称 . ) 

例如 , 菩 尺 为 一 维 的 欧 几 里 得 空间 , 则 NXo) 为 图 6-4(i) 
那 祥 的 长 为 2r 的 开 区 间 ， 若 R’ 为 二 维 的 欧 几 里 得 空间 ， 则 
Ni(o) 为 图 6-4(ii) 那 祥 的 半径 为 > 的 开 贺 盘 ， 江 R? 为 三 维 
欧 几 里 得 空间 , 则 No) 为 图 6-4( 币 ) 那 样 的 半径 为 了 的 开 球 
《 仅 球 的 内 部 ). 

X 为 度量 空间 ， 它 的 开 球 邻 域 N,(x) 是 由 哪 一 点 * 为 中 
心 , 怎样 的 长 度 > 为 半径 而 定 。 因为 > 是 X 的 所 有 点 ，" 是 
0 之 + 的 所 有 实数 值 ， 所 以 族 {N,(x)} 是 带 有 XX 的 点 * 和 
0< > 两 个 实数 的 无 限 族 。 而 且 应 用 这 个 族 可 以 得 到 度量 空 
闻 和 拓扑 空间 的 如 下 关系 。 

设 X 蚌 度量 空间 ,? 是 它 的 度量 。 若 以 名 表示 XX 的 所 有 
开 球 邻 域 的 集 族 , 则 《X, 吕 ) 是 拓扑 空间 , 即 妆 是 X 的 菜 个 拓 
扑 基 ， 
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就 是 涪 , 集 族 {N,(x) 10 一 *。z6 和 } 满足 本 章 中 基 的 定 
理 条 件 (i) 和 《ii)。 在 此 不 对 它 做 等 别 证 明 , 但 对 (i) 来 说 ， 
xe N(x) 是 明显 的 。 其 次 ， 设 N,(x) 入 ,(y) 是 X 的 两 个 开 . 
球 邻 域 ， 而 ww 是 N(x) 人 Ny) 的 点 。 用 5 表示 # 一 p(w,y) 
和 + 一 p(w， xz) 中 小 的 那 一 个 。 于是， 有 Ns(w)CN,C) 内 
Ni(y)。 原 因 是 ， 若 = 是 Ne(w) 的 点 ， 则 pls, x) 生 p(z， 
w) 十 p(w, xy) <HT+ pw, +) Er, 由 此 p(x, #) 1, 所 
以 ze NN,(x)。 同 理 ，z€ N,《y)。- 所 以 对 (i) 来 说 , 也 是 正确 


图 6-5 


总 之 ;任意 度量 空间 (X, p) 总 是 (使 用 它 的 度 术 p) 以 开 
球 邻 域 系 作为 基 , 极其 自然 地 导 人 拓扑 入 而 使 8 成 为 拓扑 空 
间 . 在 这 种 意义 下 , 可 以 说 度量 空间 是 拓扑 空间 。 而 县 这 种 
自然 确定 的 拓扑 至 叫做 以 ? 为 度量 的 话 导 拭 扑 。 它 的 空间 
尺 叫 做 由 〈(X。p) 诱导 的 拓扑 空间 . 

# 维 实 数 空间 R"， 象 在 本 章 中 已 指出 的 那样 ,是 以 开 立 
方 体 的 族 为 基 3, 的 拓扑 空 间 。 
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另 一 方面 如果 从 # 维 欧 几 香 得 空间 的 欧 几 鞋 得 度量 来 
说 ，s 维 开 球 邻 域 是 基 3,。 这 种 维 开 球 邻 域 , 象 在 它 的 定 
义 中 所 说 的 那样 , 若 = 一 1, 实际 上 是 开 区 间 . 由 此 , 在 一 维 
的 情形 中 ， 两 个 基 8, 和 3, 是 一 致 的 ， 因 此 一 维 欧 几 里 得 
闻 如 果 看 做 以 它 的 度量 诱导 的 丘 扑 为 拓扑 的 拓扑 空间 ， 那 么 
前 边 所 说 的 一 维 实数 空 痊 (实效 直线 ) 就 是 完全 相同 的 拓 提 空 
闻 . 若 "一 2 二 维 开 球 邻 城 是 圆 尊 。 可 是 ， 如 从 下 面 的 图 
6-6 看 到 的 那样 , 它 说 明了 : 

(i) 到 开 拢 形 的 任何 一 点 xz， 总 能 作出 含 于 开 和 矩形 的 含 
有 点 x 的 开 浆 盘 ， 

《it 取 开 夯 盘 的 任何 一 点 x*， 总 有 含 于 开 回 瘟 的 含有 
点 “的 开 和 矩形 。 


图 6-6 


因此 , 由 于 满足 本 章 中 基 的 定理 的 条 件 (i) 和 (ii), 所 以 
3, 和 名, 两 个 基 生 成 相同 的 拓扑 。 这 样 一 来 ， 二 维 欧 几 里 得 
空间 如 果 看 做 出 它 的 度量 瓷 导 的 拓扑 为 括 并 的 拓扑 空间 ， 那 
么 就 是 前 边 所 说 的 二 继 实 数 空 间 . 

同和 祥 ， 对 于 一 般 的 ” 维 欧 几 里 得 空间 如 果 团 做 以 它 的 度 
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最 诱导 的 拓 掉 为 拓扑 的 拓扑 空间 , 它 就 是 = 维 实数 空间 。 在 
这 种 情形 下 ， 实 际 上 虽然 稍 有 差别 ,但 是 对 = 维 欧 几 里 得 空 
间 、* 维 实数 空间 , 今后 都 用 同一 记号 R" 表示 。 现在 我 们 约 
定 , 把 这 两 者 完全 混同 使 用 。 因 此 当 提 到 = 维 欧 几 里 得 空间 
时 ，, 即 考虑 它 的 度量 又 可 简单 地 者 做 = 维 实数 空间 。《〈 最 近 
美国 的 F. 安 德 森 (Anderson) 指出 ,和希 尔 伯 特 空间 ， 在 上 述 意 
义 下 ,是 可 数 无 限 维 实数 空间 。) 

由 上 述 定理 自然 发 生 疑 问 , 度量 空间 是 拓扑 空间 , 反之 ， 
拓扑 空间 是 否 是 度量 空间 昵 ， 详 细 地 说 , 当 已 知 某 拓扑 空间 
(X, 入 ) 时 ,是 否 能 导 人 度量 e, 使 叉 成 为 度量 空间 , 但 以 它 的 
开 球 邻 域 系 的 族 为 基 生 成 的 拓扑 恰好 是 已 知 拓扑 空间 的 拓扑 
8&。 实际 上 ,这 是 未 必 成 立 的 。 也 就 是 说 ,度量 空间 是 具有 特 
日 性质 的 拓扑 空间 。 其 特别 性 质 之 一 如 下 。 


~ Mp 
“gy 
a 4 
< PP 
图 6-7 


拓扑 空间 是 豪 斯 道夫 《Hausdorff) 空间 ,是 指 对 于 及 的 两 
个 相 异 点 zy, 必 有 开 集 UU 和 V, 使 ze 和 yeV, 且 
UNV=% 
〈 也 就 是 ,两 个 相 异 点 具有 不 相交 的 各 自 的 开 邻 域 ). 
定 温 ”度量 空间 蚌 豪 斯 道夫 空间 ， 详细 点 说 , 从 度量 空 
间 诱 导出 的 拓扑 空间 是 豪 斯 道夫 空间 . 
对 此 定理 ,首先 设 X 是 度量 空间 ,和 而 是 它 的 度量 ， 根 据 
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度量 的 公理 2, 因 + 关 多 所 以 p(x，y) > 0, 且 存 在 +0 使 
得 0<2r 之 p(x, 了) 成立。， 若 设 和 N,(x), Ny) 分 别 为 U,V、 
则 应 用 三 角形 公理 , 有 UNV 一 好， 显然 , U0，V 分 别 是 >， 
y 的 开 邻 域 。 这样 一 来 ，” 维 欧 几 里 得 空间 R" (诱导 的 + 维 
实数 空间 ) 是 度量 空间 ,而 且 是 党 斯 道夫 空间 ， 但 是 , 前 述 的 
由 三 个 点 构成 的 拓扑 空间 X 一 {a，&,c} 却 不 是 豪 斯 道夫 空 
间 , 原 因 是 ; 若 入 一 和 X ,gt{o}{o}U45}，{a}U{c}}, 因 
2 关 <c， 所 以 含有 2 的 邻 域 是 te UL 和 XX， 含 有。 的 邻 域 
是 1o}Ut{ej 和 及 ,以 它们 哪 一 个 作为 U,V, 都 有 UNV 3 4， 
即 书 和 站 不 是 不 相交 的 。 因此 , 这 个 拓扑 空间 的 拓扑 是 不 可 
能 从 XX 的 任何 度量 话 导 出 来 的 。 这 意味 着 
度量 空间 年 拓扑 空间 ， 
也 就 是 ,可 以 说 : 启 量 空间 的 总 体 是 拓 外 空间 总 体 的 真子 集 ， 
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第 七 章 ， 拓 扑 空间 的 性 质 


$1 闭 集 

如 在 第 五 章 中 所 说 的 那样 ,有 关 实 数 直 线 尺 的 拓扑 性 质 、 
全 是 用 开 集 族 表示 的 ， 拓扑 空间 和 度量 空间 , 是 把 实数 直线 
的 有 关 拓扑 性 质 导 人 到 一 般 集合 所 成 的 空间 ， 所 以 在 拓扑 空 
闻 X( 简 单 地 称 为 空间 ) 的 研究 中 , 卫 的 定义 、 定理 (以 及 它 的 
证 明 方法 ) 当 然 是 非常 有 用 的 。 具体 说 来 ,和 第 五 章 中 的 情况 
有 所 不 同 ,现在 是 要 以 开 集 族 即 拓扑 作为 出 发 点 而 形成 理论 . 
因此 ,在 以 后 ,为 了 说 明 如 何 把 特别 的 空间 RR 的 结果 推广 到 性 
意 集合 ,有 时 要 引用 第 五 章 的 有 关 部 分 。 

设 X 是 空间 ，* 是 X 的 点 ，X 的 子 集 忆 是 含有 xz 的 开 集 
《和 第 五 章 中 的 情形 完全 相同 ), 这 时 口 叫做 * 的 开 邻 域 . 

所 谓 空 间 X 的 子 集 卫 是 空间 X 的 闭 集 ， 是 指 补 集 和 一 P 
是 开 集 , 《和 第 五 章 中 的 情况 有 所 不 同 ,第 五 章 的 定理 4 在 此 
变 为 定义 .) 

于 是 ,可 以 证 明 如 下 定理 

定理 ”空间 X 的 子 集 G 是 开 集 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 
G 的 任意 点 *, 存在 含 于 G 的 * 的 开 邻 域 U. 

这 个 定理 的 必要 性 ,由 公理 3(82 页 ) 是 显然 的 .又 , 若 对 
点 * 所 确定 的 开 集 设 为 gzx(CG)， 则 有 G 一 UxecUx, 根据 
公理 4;G 是 开 集 ,所 以 充分 性 也 成 立 ， 这 里 关于 开 集 的 特征 
是 非常 重要 的 .应 用 拓扑 空间 的 公理 以 及 这 里 所 说 的 定义 和 
集合 的 德 * 摩尔 根 公式 ,也 可 证 明 如 下 的 两 个 定理 。 

定理 ”空间 大 的 子 集 忆 和 和， 两 者 都 是 开 集 ， 又 都 是 闭 
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定理 在 空间 XxX 中， 
《iD XxX 的 任意 多 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 。 
(i) Xx 的 有 限 多 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 . 
为 要 证 明 (i), 若 设 闭 集 族 为 {FeipE M}, 则 
{X— Felp€ MY 
是 开 集 族 ,根据 公理 4，Uu(X 一 Fu) 是 开 集 。 因 此， 
一 Us(X 一 Fn) 
是 闭 集 。 可 是 根据 德 - 摩尔 根 公式 ， 
下 一 UAX— F.)= NX—(X—F,)), 
又 因 XX 一 (一 Fn) 一 Be， 所 以 
X— UnRX—F)= NaFp, 
于 是 站 ,Fs 是 闭 集 . 


ge 


空间 X 的 点 < 是 X 的 子 集 4 的 聚 点 ， 是 指 * 的 性 意 开 令 
域 含有 异 了 于 < 的 4 的 点 《这 是 第 五 意 中 的 定理 3)。 如 用 文 
氏 图 表示 ,就 象 图 7-2 那 樟 。 这 是 有 关 概 念 的 象征 福 的 图 形 。 
4 的 聚 点 的 集合 用 4' 表示 。 趟 叫做 4 的 导 集 。 

于 是 , 可 证 明 下 面 的 定理 ( 它 在 第 五 章 $ 4 中 是 定义 )。 

定理 . 空间 X 的 子 集 F 是 闭 集 的 必要 完 分 条 件 是 ，F 的 
所 有 至 点 含 于 了, 即 F'CF， 

若 设 4 是 空间 X 的 子 集 , 则 至 少 有 包含 4 的 一 个 闭 集 ;如 
X 本身 。 因此 , 我 们 来 考虑 含有 4 的 最 小 闭 集 的 福 念 。 也 就 
是 当 4 是 空间 X 的 子 集 时 。 若 用 {4。} 表示 含有 4 的 X 的 闲 
集 族 : 则 根据 前 述 定理 ,人 \。4。 是 闭 集 ,并 用 了 表示 , 招 互 时 
和合 触 集 或 者 叫做 闭 包 。 于 是 ,下 面 的 定理 成 立 。 

定理 ” 若 4 是 空间 大 的 子 集 ; 

(i) 亏 是 含有 4 的 闭 集 。 

(ii 车 设 F 为 全 有 4 的 任意 闭 集 ， 则 有 二 3.。 也 就 
是 ， 扩 是 含有 4 的 最 小 闭 集 。 

《证 )》 A=AUA4 

定理 ”空间 X 的 子 集 4 为 闭 集 的 充分 必要 条 件 是 2 ~ 
4 

设 空间 X 一 {ay 6, c}， 而 王 一 {。{aj，{ajUL]， 
4e}U{e}, 名 } 为 拓扑 , 作出 空间 X 的 点 “的 [2}。 空 间 X 的 
闭 集 , 根 据 定 义 , 是 集 族 {多 ，{2}Ut{e}s {cj {8}, X}。 从 
而 ,含有 < 的 闭 集 仅 有 发 , 所 以 fa 一 X, 而 不 等 于 {e}。 也 
就 是 点 4 不 是 闭 集 。 和 实数 直线 的 各 点 是 闭 集 相 比较 可 知 ， 
空间 X 和 RR 是 非常 不 同 的 空间 ， 下 面 的 定理 , 实际 上 就 是 说 
有 明 这 个 理由 的 . 

定理 空间 X 的 点 * 是 闭 集 ， 即 {x} 一 [x} 的 必要 充分 
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图 7-3. 

条 件 是 ,对 于 X 一 {z} 的 任意 点 y 存 在 不 含有 x 的 > 的 开 邻 
域 已。 

若 X 是 豪 斯 道夫 空间 ,可 得 到 * 和 > 的 不 交 的 开 邻 域 , 显 
然 满 足 定理 的 » 的 邻 域 存在 ,所 以 可 得 如 下 结果 ， 

豪 斯 道夫 空间 的 任意 一 点 = 是 无 的 闭 集 - 

在 这 里 ， 准 备 介绍 与 豪 斯 道夫 条 件 有 关 的 而 又 不 是 那么 
严密 的 条 件 . 

空间 X 是 7,- 空 间 ,是 指 在 X 的 各 点 x，{z} 二 {x}。 于 是 
前 述 定理 ， 实 际 上 可 以 看 做 已 经 给 出 了 XxX 是 Ti- 空 间 的 充分 
必要 条 件 ，《 这 里 的 记号 是 表示 分 离 的 意思 , 7, 是 表示 满 
足 分 离 公理 1 的 空间 ,而 7, 是 表示 满足 分 离 公理 2 的 空间 .) 

下 面 ,我 们 来 确定 与 集合 的 闭 包 有 关 的 概念 。 

拓扑 空间 X 的 子 集 4, 在 X 是 移 密 的 ,是 指 志 一 XX. 

特别 是 取 4 为 X 时 ,因为 X 是 含有 4 的 最 小 的 闭 集 , 所 以 
蕊 一 X, 也 就 是 X 在 X 是 竺 密 的 ,但 这 是 近乎 无 聊 的 话 . 

现在 让 我 们 取 实 数 直 线 尺 作为 X，、 取 有 理 数 (分 数 ) 集 Z 
作为 4。 于 是 ， 因 为 任意 实数 = 是 有 理 数 数列 的 极限 ,所 以 
xE 达 ， 也 就 是 Z 一 R， 即 有 理 数 集 Z 在 实数 直线 上 是 稻 密 
的 ， 同样 地 , 若 抬 R* 作为 X; 把 其 坐标 全 是 有 更 数 的 R" 的 
点 集 2" 作为 4, 则 2Z" 在 R" 稠密 . 

因此 ,所 谓 4 在 X 稳 密 , 是 指 在 区 的 任何 一 点 的 任何 邻近 
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处 都 有 4 的 点 ， 在 直观 上 ,是 说 可 以 用 4 来 代表 -X。 

车 应 用 上 述 理论 ， 则 可 证 明 # 维 欧 几 里 得 空间 R。 具有 
可 数 基 . 若 R" 的 基 是 {N,(x)1z€ R",，r > 0 实数 }, 则 无 论 
如 何 它 也 不 是 可 数 基 。 不 过 , 若 设 基 为 {N,(2)|r€ R*,r ~ 
有 理 数 > 0}, 则 因 点 * 和 > 都 是 可 数 个 ， 所 以 它们 是 原来 基 
的 可 数 的 子 集 . 而 且 , 由 于 Z* 在 R* 稠密 ,也 就 是 有 理 数 集 在 
实数 集 稠密 ,所 以 根据 基 的 定理 的 (D。(i) 可 以 验证 

{N(x)|x€ 2*,0 <7r€EZ} 

是 R" 的 可 数 基 。 


,有 实 由 为 此 奈 的 点 
流 以 分数 为 业 标 的 训 
， 分 数 的 半径 


图 7-4 


欧 几 里 得 空间 R” 的 这 些 性 质 和 其 它 空间 比较 , 因为 是 
非常 显著 的 重要 性 质 , 所 以 可 引出 如 下 概念 . 

所 谓 空间 X 是 第 二 可 数 的 ， 是 指 X 的 拓扑 是 由 可 数 基 生 
成 的 ; 

所 谓 空间 X 是 可 分 的 ， 是 指 存 在 在 X 翻 密 的 X 的 可 数 子 
集 4。 

按照 上 述 定 义 ， 则 = 维 欧 几 里 得 空间 是 第 二 可 数 的 而 且 
还 是 可 分 的 。 一 般 来 说 , 第 二 可 数 空间 X 是 可 分 空间 。 这 是 
因为 , 由 第 二 可 数 的 假定 有 可 数 基 3 一 {Us}， 取 gx 的 任意 
点 ze， 则 4 一 Us{xn} 是 在 入 称 密 的 集合 . 
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因为 出 现 了 第 二 可 数 的 说 法 ，-- 定 会 想 第 一 可 数 为 什么 
还 没有 说 明 ,下 面 就 来 讨论 这 个 问题 . 
我 们 考虑 ,固定 空间 X 的 某 点 *。 并 设 含 有 zx 的 X 的 所 有 
开 集 族 为 gu. 这 时 ,所 谓 sc 的 子 集 族 加 是 * 的 局 部 基 , 是 指 
对 于 含有 >* 的 4 的 任意 元 素 了 ,存在 8%- 的 元 素 ,使 
EVEU 


成 立 。 
所 谓 空间 X 是 第 一 可 数 的， 是 指 X 的 任何 一 点 * 都 具有 
可 数 的 局 部 基 。 显 然 , 若 以 开 款 部 诚 作为 局 部 基 , 旭 度量 空 池 
是 第 一 可 数 的 。 

在 这 里 ， 对 于 第 一 可 数 和 第 二 可 数 概念 的 定义 方法 是 利 
得 注意 的 。 它们 两 者 的 内 容 相 同 之 处 都 是 可 数 的 , 而 两 者 的 
不 同 点 在 于 ,第 二 可 数 是 就 空间 全 体 ,要 求 它 的 拓扑 基 是 可 数 
的 , 第 一 可 数 是 固定 某 一 点 。 要 求 含有 该 点 的 开 集 族 ( 也 可 以 
说 是 该 点 的 拓扑 ) 的 基 是 可 数 的 。 前 者 是 整体 的 ,后 者 是 局 部 
的 


因此 ， 每 当 我 们 确定 拓扑 性 质 时 ， 如 果 它 的 性 质 是 整体 
的 ， 那 么 我 们 几乎 总 可 能 与 上 述 情况 类 似 地 构造 出 局 部 的 概 
念 . 
在 这 里 ,与 实数 直线 时 的 顺序 相反 ,我 们 来 研究 关于 拓扑 
空间 里 的 收敛 问题 首先, 关于 收 伍 的 定义 ,仍然 使 用 第 五 章 
的 定理 1, 也 就 是 。 
空间 XX 的 点 列 {rs} 收 全 于 点 x, 即 
xo} 一 x 或 者 rz 一 
是 指 对 于 z 的 任意 开 邻 城 7 存在 m。 使 得 当 
7 之 m 时， 有 zez， 
在 一 般 的 拓扑 空间 中 ,可 能 出 现下 面 那样 的 殉 妙 现象 . 作 
为 例子 , 取 空 间 X 一 {a， 5, c} 和 拓扑 
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T= {2, fj {a}U{5}, {ol ULe}, X}, 

设 点 列 {x。} 为 zs 一 a。。 于 是 ,显然 [xn} 一 4, 而 点 5 的 开 邻 
域 只 有 {o}U{6} 和 X， 因 为 它们 都 含有 a， 所 以 {xo} > 5。 
就 是 说 , 这 个 空间 的 点 列 收敛 于 两 个 点 。 这 是 由 于 空间 X 异 
常 的 缘故 ,所 以 下 面 的 结论 成 立 。 

豪 斯 道夫 空间 的 点 列 {z。} 不 会 收敛 于 两 点 以 上 。 

因而 ,在 = 维 欧 几 里 得 空间 中 ,也 不 会 发 生 这 种 情况 。 

它 的 理由 立刻 就 可 知道 。 如 果 {zs} 收敛 于 < 和 

Bla 65), 

由 于 a 关 5, 所 以 根据 素 斯 道夫 的 假设 ,可 取得 不 交 的 a。, 5 各 
自 的 开 邻 域 0。 和 Vs, 就 UV。 来 说 , 因为 {x,}>a, 总 存在 #> 
mo， 使 得 


xa € Us, 


因此 , x 不 会 再 合 于 Us。 


再 详细 一 点 说。 在 实数 直线 的 情形 。 对 于 某 集合 五 的 聚 
点 ,在 在 由 互 的 元 素 构 成 的 收敛 于 * 的 互 异 的 点 列 {ze}。 但 
在 一 般 的 拓扑 空间 中 ,如 果 存 在 那样 的 点 列 ,确实 是 收敛 于 聚 
点 ， 而 对 任意 的 聚 点 , 未 必 总 能 取得 那样 的 点 列 。 但 是 ,下 面 
的 结论 是 成 立 的 。 

定理 ”当空 间 福 是 第 -- 可 数 的 Ti- 空 间 时 : 它 的 点 > 是 到 
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子 集 召 的 聚 点 的 充分 必要 条 件 是 。 存 在 由 五 的 相 异 点 构成 的 
收 伍 于 = 的 点 列 。 

因而 可 知 ,在 R" 中 ,和 实数 直线 忍 的 情形 是 相同 的 ， 

顺便 ,让 我 们 再 介绍 一 个 概念 . 

所 谓 空间 X 是 正则 的 ， 是 指 关 于 任意 闭 集 了 和 不 含 于 它 
的 任意 点 *, 存 在 使 UV, 汪 F, U3 x 的 分 离 的 开 集 U, 和 


x » 轩 
Pe sR? 
[ 守 和 oe | 
E Sr 
图 7-6 


特别 是 , 若 X 是 度量 空间 , 它 必 是 正则 的 . 

有 了 上 述 准 备 , 可 以 证 明 下 画 的 重要 定理 ， 

可 度 景 化 定理 在 第 二 可 数 正则 74- 空间 中 ， 可 确定 一 
个 度量 -使 得 以 它 的 开 球 邻 域 系 为 基 的 拓扑 与 已 给 空间 的 拓 
扑 一致 , 且 作成 度量 空间 。 

这 个 定理 当然 是 说 ,一 个 拓扑 空间 具有 什么 条 件 的 时 候 ， 
才能 成 为 度量 空间 ， 这 在 二 十 世纪 二 十 年 代 的 拓 补 空间 论 
中 ,应 该 说 是 最 重大 的 成 果 . 它 是 由 苏联 数学 家 乌 利 松 (Ypbr- 
coa) 和 吉 洪 诺 夫 《Taxorop) 证 明 的 . 


52 子 空间 


若 给 定 拓扑 空间 和 的 某 子 集 玉 ， 用 和 的 拓扑 制造 天 的 拓 
扑 , 则 玉 本 身 可 以 看 做 拓 扑 空间 . 
设 X 是 集合 ,天 是 它 的 子 集 , 是 X 的 菜子 集 族 ， 这 时 ， 
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用 gmK 来 表示 以 如 站 KR 形状 表示 的 天 的 子 集 族 , 这 里 , 互 是 
代 的 任意 元 素 。 也 就 是 NK 一 {HNKIYH€ 中. 于 是, 根 
据 有 关 拓 扑 基 的 定理 ， 就 可 得 到 如 下 定理 . 

定理 设 9.，%, 是 空 间 X 的 生成 同一 拓 提 的 基 ， 车 
是 XxX 的 任意 子 集 , 则 BNK，、B,1K 都 是 天 的 拓扑 基 ， 它 们 生 
成 同一 拓扑 - 

因此 , 当 (X, 名 ) 是 拓扑 空间 ,天 是 和 的 任意 子 棠 时 ,就 确 
定 了 拓扑 空间 (KX，%8 人 NK)， 把 它 记 做 X 的 子 空间 , 它 的 拓扑 
叫做 相对 拓扑 。 因为 子 空 间 的 相对 拓扑 是 ' 空 间 工 的 拭 扑 和 
天 的 交集 ， 所 以 车 天 是 和 的 开 集 。 则 拓扑 的 元 素 是 X 的 开 集 ， 
但 在 一 般 的 情况 下 不 是 开 集 。 因 此 ,当下 的 子 集 M 是 子 空间 
K 的 开 集 时 ,就 说 MM 是 在 KK 中 对 XX 的 相对 开 集 ， 可 是 ,由 于 这 
种 说 法 很 啉 烦 ,所 以 通常 是 说 ,M 是 KK 中 开 集 .在 K 中 对 XX 的 
闭 集 也 是 同样 的 .以 后 在 本 节 中 , 当 提 及 空间 X 的 子 集 时 ， 
总 把 Kk 看 做 X 的 子 空间 。 

例如 ,在 = 维 欧 几 里 得 空间 R* 中 ,着 用 。 表示 它 的 度量 ， 
就 可 确定 象 下 面 那样 的 子 空间 . 

《4 一 1) 维 球面 5 一 {zle(o x) 一 +，+ 之 0 的 实数 } 

# 维 球 B 一 {xiplo, x) < rr > 0 的 实数 } 

z? 维 开 球 0B" 一 {x|plosx) 之 +,r 之 0 的 实数 } 
《如 果 使 用 讨论 距离 空间 时 已 用 过 的 记号 这 就 是 No))。 

这 些 子 空间 , 当 # 一 1 时 ,分 别 如 下 


二 全 和 t+ 


站 从 全 
如 B=[a,] OB (0, 


了 维 球面 一 维 球面 一 维 开 球 
={@0) ,2 点 8B'=[a,5j, 闭 区 间 OB'~=(a,b), 开 区 泣 
可 7-7 
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当 一 2 时 , 象 图 7-8 那 祥 :车 = 一 3, 象 图 7-9 那样. 


时 


“Ha SS DB 的 基地 


当 =>4 时 ,3 也 好 ,B" 也 好 ,都 不 能 通过 例子 用 眼睛 
看 得 见 的 , 但 大 体 上 是 怎样 的 呢 , 可 按 4 一 1, 2， 3 依次 想象 
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推测 由来 。 在 此 ,根据 定义 的 式 子 也 可 立即 知道 ,=* 维 球 是 由 
” 维 开 球 和 (* 一 1) 维 球 区 构成 的 。 

4 维 球 一 5 维 开 球 U(s 一 1) 维 球面 ， 
也 就 是 
B* OB"US!1H OBNS" 一 一休。 
同样 、z 维 立 方 体 1" 作为 R* 的 子 空 间 ， 它 本 身 也 是 拓扑 空 
间 。R 的 环 面 是 象 图 7-10 那样 的 具有 相对 拓扑 的 子 空间 ， 
面 它 本 身 也 是 拓扑 空间 . 

《ea 


本 7-10 


在 这 里 , 需要 注意 关于 记号 上 的 一 个 向 题 。R" 是 = 个 尺 
的 直 积 空间 ,但 ?不 是 3 X 5:, 而 3 X 8 是 环 面 了。 一 般 来 
说 ,> 个 圈 周 的 拓扑 积 (8:)" 叫做 + 维 环 面 。 并 常用 7" 表示 . 
当 4 宛 2 时 ,在 数学 中 , 习惯 上 把 > 维 球面 写 做 8",， 上 指标 
只 是 表示 维 数 ， 绝 没有 + 个 5 直 积 的 意思 ， 这 些 记 号 的 形 
成 ,并 不 是 事先 个 个 定好 的 ,而 是 多 年 积累 习惯 了 的 。 

下 面 ,我 们 来 讨论 关于 空间 的 连通 性 。 

所 亩 空间 xX 的 子 集 Y 是 连通 的 ,是 指 Y 不 是 了 的 两 个 非 
空 不 交 的 疗 时 是 开 集 或 同时 是 闲 集 的 子 集 4，B 的 并 集 。 

也 就 是 ,分 离 为 4,B 两 部 分 的 空间 不 是 连通 的 

读者 对 这 个 定义 会 有 点 奥 钞 的 感觉 但 是 我 们 将 在 接近 
爽 所 里 得 空间 的 较 广 的 空间 中 更 直观 地 加 以 叙述 ， 所 以 请 读 
者 暂时 稍 加 忍耐 。 于 是 ,可 证 明 : 
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若 {G。} 是 空间 xX 的 连通 子 集 族 ，{G。} 的 任何 两 个 元 素 
都 具有 非 空 交集 , 则 并 集 U。G。 是 连通 的 。 


图 7-11 


特别 地 , 若 设 {6。} 为 含有 空间 X 的 点 z 的 所 有 连通 的 子 
集 族 , 则 六 {G6。} 的 任何 两 个 元 素 都 含有 x, 所 以 U。G。 本 身 是 
含有 * 的 连通 的 子 案 。 而且 是 含有 * 的 最 大 的 连通 集 ， 把 它 
叫做 含有 点 * 的 空间 X 的 连通 分 支 。 也 就 是 。 所 谓 X 是 连通 
的 。 是 指 含 有 其 各 点 的 连通 分 支 构成 X。 

实数 直线 是 连通 的 。 又 , 若 {X。} 是 连通 的 空间 族 ， 则 
拓扑 积 开 。X。 是 连通 空间 ， 从 而 = 维 欧 几 里 得 空间 R" 是 连 
通 的 ， 还 有 ,= 维 球 B", ”= 维 球面 5* 也 都 是 连通 的 , 关于 这 
些 内 容 将 在 以 后 讨论 。 


$53 紧 致 性 


在 这 里 ， 我 们 来 说明， 在 拓扑 学 中 经 常 出 现 的 紧 致 性 概 
念 . 
集 族 {U。} 是 集合 4 的 类 送 或 者 说 覆盖 4, 是 指 
ACUaU.. 
当 集 合 U。 是 开 集 时 , 集 族 {Us} 叫做 4 的 开 覆 盖 , 或 者 说 由 开 
集 作成 的 4 的 覆盖 。 当 4 的 恬 盖 {UV。} 的 子 集 族 敌 盖 4 时 , 它 
的 子 集 族 叫 做 {U0。} 的 子 覆盖 ， 特 济 是 , 当 它 的 也 族 是 由 有 限 
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个 元 素 构成 的 时 和 候 , 吕 做 有 限 子 覆 盖 . 

设 4 为 空间 X 的 菜子 集 。 所 谓 4 是 紧 致 的 , 是 指 4 的 任 
意 开 覆盖 必 有 有 限 子 覆盖 、 
突然 提出 紧 致 性 这 种 不 易 理 解 的 概念 ， 我 想 是 使 读者 很 
为 难 的 。 但 是 当 我 们 考 塌 在 微 积 分 中 数列 的 收敛 时 , 着 取 闭 
区 间 {fe; 妇 作为 民 的 子 集 4, 如 所 熟知 ,由 4 的 点 所 成 的 数 询 
{xa} 必 有 子 列 收 化 于 4 的 某 点 x。 


4 


tt 


or 


图 7-12 
与 此 相反 , 若 取 开 区 癌 (a, 8) 作 为 4, 在 4 的 数列 中 存在 


收 敏 于 点 5《 不 是 4 的 点 ) 的 数列 ,一 般 说 来 ,4 的 数列 未 必 有 
子 列 收敛 于 4 的 点 。 


7 一 一 4 全 他 人 一 全 
Ta] |- a 
Gm Rxy me mb 
图 7-13 

所 的 数列 总 有 子 列 收敛 二 4 的 点 这 种 狂 质 ， 实 际 上 是 4 
的 紧 致 性 质 ， 因 此 , [4, 2] 是 紧 数 的 ,而 (oe， 5 不 是 紧 致 的 。 

就 是 说 ,在 R 中 , 闭 集 是 接近 紧 致 集 的 . 
其 次 , 我 们 取 R 自 身 作 为 RR 的 子 集 来 考 虐 这 个 问题 ， 例 
知 xo 五 的 数列 {xs}、 因 为 它 如 图 7-14 那样 向 着 无 限 大 方 
向 前 进 , 所 以 {x。} 不 收 合十 R 的 点 。， 已 知 RR 是 RR 的 闭 集 。 因 
此 ,为 使 4 的 数列 收 纹 于 4 的 点 ,就 在 于 4 必须 是 有 限 范 闭 的 
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图 7-14 
集合 ,今后 把 它 叫做 有 界 集合 。 就 是 说 ， 在 中 有 界 闭 集 是 
紧 致 集 ， 

紧 致 空间 具有 如 下 性 质 。 

所 亩 空间 X 的 子 集 族 {F。} 具有 有 限 交 性 , 是 指 {F。} 的 
( 非 空 的 ) 任 何 有 限 个 元 素 的 交集 都 不 是 空 的 . 

定理 ”空间 X 是 紧 致 的 充分 必要 条 件 是 ， 任 意 上 共有 有 限 
交 性 的 X 的 闭 集 族 {F。}， 作 为 它 的 交集 至 少 包含 X 的 一 个 
点 , 即 作 。F。3 zx 成立，( 就 是 说 ,noFe 产 纪 .) 

这 可 从 紧 致 性 的 定义 应 用 补 集 而 推出 ， 虽 然 这 只 不 过 是 
换 一 种 说 法 ,但 是 从 下 面 的 例子 可 知 它 的 重要 性 


居 EM " rn 


F, | ' 
i 是 所 有 闭 加 盘 ( 芭 至 的 》 Oi 是 所 有 开 虹 盘 ( 非 紧 致 的 ) 
= {a} =$ 
人 和 fa] 者 具有 有 限 交 


图 7-15 

一 般 来 说 ,可 证 明 如 下 定理 . 

定理 ” 紧 致 空间 族 {Kefwe M} 的 直 积 空间 I[sK。 还 是 
紧 致 空间 ， 

因而 ，* 维 立方 体 1* 和 项 尔 伯 特 立方 体 fm 等 ,因为 它 
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们 是 区 局 斌 一 [0, 1] 的 直 积 空间 ， 记 以 它们 都 是 紧 致 空间 . 
另外 ,下 面 的 定理 也 是 正确 的 。 

定理 + 维 欧 几 里 得 空间 R* 的 子 空 间 4 是 紧 致 的 充分 
必要 条 件 是 ,4 是 有 界 闭 集 . 

在 这 里 ,所 谓 4 是 有 界 的 ,就 是 4 食 于 具有 某 充 分 大 半径 
的 = 维 球 . 

于 是 ,由 前 述 定理 可 知 , 5”!, B* 以 及 7"! 都 是 R* 的 有 
界 闭 祭 ,所 以 它们 都 是 紧 致 空间 ， 可 是 , 由 于 R" 本 身 不 是 有 
界 的 ,所 以 它 不 是 紧 致 的 

在 非 R" 的 一 般 空间 中 , 紧 致 子 空间 4 不 一 定 是 闭 集 。 例 
如 ,在 以 三 点 构成 的 空间 X 中 , 已 知 {a} 不 是 闭 集 , 但 是 的 
开 集 只 有 有 限 个 ,所 以 可 知 ,Xx 是 紧 致 空 说 。 可 是 由 下 而 的 定 
至 指 出 ,这 只 不 过 是 特别 情况 ， 

定 瑶 ” 豪 斯 道夫 空间 的 紧 致 祭 4 是 X 的 闭 棠 。 

设 ?为 X~ 4 的 任意 一 点 ,根据 前 述 定 弄 ,如 果 能 证 明 不 
含有 4 的 点 的 ”的 邻 域 存在 即 豆 。 我 们 取 4 的 任意 点 x， 
因为 X 是 豪 斯 道夫 空间 ， 所 以 可 取得 x,y 的 分 离 的 开 邻 域 
U:, DU,。 这 样 一 来 ,因为 4C UxesD0:, 所 雇 集 族 {D:} 是 4 的 
开 履 盖 , 又 因 4 是 紧 致 的 ,所 以 有 子 集 族 Di Us, …, Us 它 
们 材 盖 了 4， 设 态 ，P， 7。 分 别 是 与 蕊 ,DasD 不 
相交 的 ?的 开 邻 域 ， 如 果 设 

v= Nv, 


则 7 是 不 含有 4 的 点 的 ?的 开 令 域名 此 4 是 闭 集 。 

但 是 下 面 的 事实 成 立 。 

定理 紧 致 空间 的 闭 子 集 是 紧 致 空间 . 

7 维 欧 几 里 得 空间 R", 它 本 身 不 是 紧 致 的 。， 但 是 R* 的 
各 点 的 邻 域 与 紧 致 集 B" 有 相同 的 结构 。 因此 ， 可 把 在 第 一 


ill 


可 数 ,第 二 可 数 中 所 讨论 的 概念 局 部 化 . 

所 谓 空间 x 是 局 部 紧 致 的 ， 是 指 对 于 X 的 所 有 点 * 的 任 
意 开 邻 域 U, 存在 点 x 的 满足 VCU 而 了 又 是 紧 致 的 开 邻 城 
Vv, 

若 这 样 定义 ,就 可 以 说 , ” 维 欧 几 里 得 空间 R" 是 局 部 紧 
致 空间 . 


$4 贝尔 定理 


根据 可 度量 化 定 一 ， 度 量 空间 是 一 般 拓扑 空间 的 一 个 重 
要 类 型 。 因此 , 现在 就 这 个 定理 中 涉及 的 度量 拓扑 空间 还 要 
谈 几 句 ,最 然 它 在 开始 讨论 度量 空间 时 谈 过 ,但 是 在 此 谈 及 它 
是 为 以 后 作 准备 . 

设 X 是 度量 空间 , 它 的 度量 用 Pp 表示 。 当 4 是 X 的 任意 
子 集 时 ， 如 下 定义 的 &K4) 叫做 4 的 直径 , 若 4 一 多， 则 
d(4) 一 0, 若 4 天 多, 而 对 4 的 任意 两 点 x,y 使 

px, yy) Ea 

的 “存在 时 , 即 p(x, y) 是 有 界 的 ,这 时 pLx，y) 的 上 确 界 记 做 
A(4)，。 当 4 不 是 有 界 的 时 候 , 记 做 K4) 一 co, 这 时 直径 不 
能 确定 . 
于 是 , 可 以 证 明 4(4) 一 0 的 充分 必要 条 件 是 ,4 最 多 是 
由 一 个 点 构成 的 。 若 4CB,， 则 za4) < 和 dB) 以 及 4 一 
4d(4)， 特 别 是 ,车 4 是 紧 致 的 ,又 因 X 是 豪 斯 道夫 的 ,所 以 它 
是 闭 集 , 因而 4 是 有 界 的 , 就 是 说 4C4) 恰好 等 于 某 个 常数 . 
若 恰 有 px, y) 一 AC4), 则 在 集合 4 能 够 取 到 使 等 式 成 立 的 
4 的 两 点 + 和 y。 车 4 不 是 紧 致 的 ， 那么 不 一 定 具有 这 个 性 
质 


例如 , 若 考虑 R? 的 半径 为 1 的 开 癌 盘 08?, 则 a(087) 二 
2, 若 考 弄 半径 为 1 的 圆 盘 B?, 则 d(CB*) = 2，B? 的 情况 象 图 
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图 7-16 


那样 , 能 够 取 到 使 p(x, y) 一 2 的 点 , 但 是 如 果 是 0B*, 则 常 
有 plx,y) <2. 

当 4,，B 是 度量 空间 X 的 子 集 时 ，4 和 8 之 间 的 蝶 离 
4d(4,B) 如 下 确定 . 当 4 或 B 是 ZB 时 , d( 4, B8) 一 0。 当 4， 
3 者 不 是 多 时 ,关于 4 的 任意 点 x 和 B 的 任意 点 y, p(x, y) 
的 下 确 界 作为 A(4，B).《 注 意 , {p(x，y)lxE 4,yE B} 在 
R 中 下 界 为 0.) 于 是 ， 关 于 两 个 集合 之 间 的 距离 有 下 列 事实 
成 立 。 

对 于 X 的 点 *, d(*, 4) 一 0 的 充分 必要 条 件 是 x€ 有 4。 
若 4, B 是 非 空 分 离 的 紧 致 集 , 则 4(4，B3) > 0， 这 时 存在 
4 的 点 * 和 B 的 点 ,使 4(4, B) 一 p(x, 9》). 

在 这 里 紧 致 集 起 着 重要 的 作用 、， 如 果 紧 致 性 代 之 以 闭 集 
就 不 成 . 例如 , 设 X* 二 R 一 [2, 3], 在 X 取 数列 

4 了 一 庆 ,? ~ 上 + 计 
因为 X 是 RR 一 [2, 3], 所 以 4, 3 在 X 中 是 闭 集 .这 从 图 17 
立即 就 可 看 出 a4，B8) 一 1。 但 是 ,对 于 4 的 任意 点 * 和 B 
的 任意 点 ?。 总 有 px,y) 之 1. 

现在 我 们 来 介绍 ， 关 于 度量 空间 X 的 点 列 的 最 重要 的 概 
念 ，X 的 点 列 {z。} 是 楂 西 《Cauchy) 点 列 或 基本 点 列 , 是 指 对 
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图 7-17 


于 任意 的 实数 。 > 0, 能 够 确定 自然 数 m, 对 于 4 大 > mm 的 
所 有 整数 请 大 
PCzh XH) < 

常 成 立 。 就 是 说 ,满足 条 件 的 那些 项 都 是 非常 华 近 的 。 显 然 ， 
点 列 {zn} 如 果 收 敛 于 点 *， 根据 收敛 的 定义 , 则 {zo} 是 柯 西 
点 列 ， 在 一 般 的 度量 空间 中 其 逆 不 成 立 。 但 在 实数 直线 这 种 
特殊 情况 下 ,其 逆 是 成 立 的 。 也 就 是 ,六 的 任意 柯 西点 列 是 收 
全 的 . 一般 来 说 ,对 于 度量 空间 XxX, 当 它 的 任意 柯 西 点 列 都 收 
伍 于 的 点 时 ,和 吗 做 完备 的 、 

# 维 欧 几 里 得 空间 ,根据 它 度量 的 构造 (或 根据 拓扑 的 导 
人 ) 可 以 看 做 完备 空间 . 

到 此 ,就 可 以 前 述 我 们 所 要 得 到 的 结果 . 

贝尔 (Baire) 定理 ” 若 X 是 完备 的 度量 空间 或 是 局 部 紧 
致 的 正则 空间 ， 则 在 XX 称 密 的 可 数 个 开 子 集 的 交集 在 XX 仍 为 
币 密 的 

这 个 定理 是 在 拓扑 学 的 应 用 中 有 着 重要 作用 的 基本 成 
果 ， 


“llte 


第 八 章 拓 扑 


$1 连续 映射 


关于 连续 函数 1:M 一 R, 即 从 实数 直线 的 集合 M 到 实数 
直线 的 映射 的 连续 性 , 我 们 在 第 五 章 中 已 经 讨论 过 了 。 也 就 
是 ,在 第 五 章 中 定理 5 所 说 的 内 容 ,如 : 
f 在 M 的 点 * 连续 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 含有 忒 z) 的 
RR 的 任意 开 集 可, 能够 确定 * 在 RR 中 的 开 邻 域 V, 使 
AVNM)CU 


成 立 . 
在 此 ， 如 果 设 M 是 尺 的 子 空间 , 则 因 VN M 是 空间 M 的 
开 集 ,所 以 一 般 地 可 以 如 下 确定 在 任意 丘 扑 空间 中 的 连续 性 . 
设 X，Y 是 空间 , f:X 一 了 是 映射 。 所谓 了 在 和 的 > 点 
连续 ， 是 指 对 于 ze 六 (Z) 的 Y 的 任意 开 集 U0， 能 够 取得 X 
的 开 集 V, 使 


EVCf (UV) 

成 立 。 

如 果 X,Y 是 空间 , 而 j:X 一 Y 是 映射 4 是 和 的 子 乐 ， 
当 在 4 的 任意 点 x, f 连续 时 ， 则 { 由 做 在 4 连续 特别 是 ， 
当 不 致 引起 混淆 时 ,有 时 也 把 “在 4 连续 ”简单 地 叫做 “连续 ”。 

特别 是 , 当 X 的 子 集 4 是 Xx 本身 时 ,还 可 用 更 简明 的 形式 
叙述 ,如 : 

定理 设 X,Y 了 是 空间 ,而 f:X 一 Y 是 映射 , 则 (在 X) 
连续 的 充分 必要 条 件 蚌 , 对 于 Y 的 任意 开 集 口 ,f(DU) 是 X 
的 开 集 。 
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由 于 了 在 妆 (D) 的 点 = 连续 ， 所 以 关于 yzC 产 (2 的 
所 有 点 x, 能 够 取得 = 的 开 邻 域 7:, 使 VCICUV)。， 罗 为 
人 (0) = Usey-ienV:， 所 以 根据 活 扑 空间 的 公理 4, f《(U) 
是 开 集 , 

反之 ,假定 满足 定理 的 条 件 。 设 = 是 X 的 任意 点 ,UU 是 合 
有 f(x) 的 了 的 任意 开 集 。 若 令 了 一 f(DU)， 则 根据 定理 的 
条 件 了 是 X 的 开 集 ,又 因 *e 了 C 广 (Z)， 所 以 了 在 连续- 忆 
为 > 是 X 的 任意 点 ,所 以 了 在 X 连 续 。 

因为 读者 对 于 拓扑 空间 的 一 些 想 法 ,已 经 十 分 熟悉 ,所 以 
我 想 没 有 必要 再 用 文 氏 图 来 表现 ,但 出 于 一 片 婆 心 ,如 下 表示 
还 是 有 益 的 。 需要 注意 的 是 ， 对 于 映射 J:X 一 7 的 第 头 来 
说 , 当 UCY 时 , 则 (UV)CX 是 反 向 的 。 


连续 欢 揣 
立 开 集合 本 DY。 广 〈(D) 忆 X 开 集 含 
图 8-1 


在 拓扑 空间 中 ， 我 们 已 知 所 考虑 的 连续 映射 都 可 以 用 开 
集 简明 地 加 以 豆 示 。 这 一 结果 , 销 切 地 证 实 了 开 集 的 概念 是 
拓扑 学 的 精 体 。 显然 就 这 种 意义 来 说 也 适用 于 连续 函数 , 所 
以 概念 的 一 般 化 对 于 概念 的 简明 化 也 是 有 用 的 . 

根据 子 空 间 的 定义 ,立即 可 知 有 如 下 结果 。 
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定理 设 X,Y 是 空间 ,K 是 XX 的 子 集 ,如 果 映 射 8:K 一 
Y 是 连续 映射 f:X 一 Y 的 限制 映射 , 则 g:K 一 了 也 是 连续 
映射 。 

根据 前 述 定理 立即 可 知 ,下 面 的 定理 也 是 正确 的 . 

定理 设 X,Y,Z 是 空间 , 若 j:X ->Y，8:Y 一 Z 是 连 
续 映 射 , 则 复合 映射 一 gf:X 一 Z 是 连续 映射 

设 j:X 一 7 是 连续 映射 而 F 是 Y 的 任意 闭 集 ， 由 于 
Y 一 了 是 开 集 ,所 以 大 (Y 一 F) 是 三 的 开 集 ， 丙 此 ， 

xX—f'(Y—F) 

是 X 的 闭 集 。 可是, 因为 和 一 大 (了 一 F) 一 /CF) ( 参 时 
图 2), 所 以 可 得 到 如 下 结果 。 

定理 映射 j:X 一 Y 是 连续 的 充分 必要 条 件 是 ,对 于 
的 任意 闭 集 , CF) 是 X 的 闭 集 . 


/ms a 
oe 2 


外 8-2 

若 用 闭 包 来 说 ,可 叙述 如 下 . 

定理 映射 j:X 一 了 是 连续 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 XX 
的 任意 子 集 4, 则 有 12)cCKA4). 

当 考 虑 这 一 结果 和 第 七 章 中 关于 点 列 收 敛 的 定理 以 及 映 
射 的 连续 性 之 闻 的 关系 时 ,可 得 如 下 结果 . 

定理 设 X 是 第 一 可 数 的 豪 斯 道夫 空间 ， 这 时 ， 了 映射 

f:X—Y 
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是 连续 的 充分 必要 条 件 是 ,关于 X 的 任意 点 *; 车 取 收效 于 x 
的 X 的 任意 点 列 {xo}, 则 {了 xa)} 收敛 于 Xe。 

如 果 我 们 回想 ,这 个 定理 是 相当 于 第 五 章 中 的 定理 1 的 . 
那 时 ， 经 历 了 很 长 的 过 程 之 后 《虽然 尚未 最 终 达 到 预期 的 目 
锡 ) 我 们 才 把 实数 直线 的 几何 直观 导 人 了 集合 ,从 这 个 定 还 可 
以 茶 种 程度 地 看 出 ， 实 数 直 线 以 及 一 般 地 * 维 欧 几 里 得 空间 
在 一 般 拓 扑 空 间 中 ,具有 怎样 的 位 置 。 因 此 可 知 ,我 们 为 什么 
会 弃 了 点 列 收 敛 的 概念 ,而 采用 了 开 集 旋即 拓扑 这 种 溉 念 。 

另外 , 在 第 六 章 中 研究 拓扑 积 ILsX* 时 , 我 们 已 经 规定 
以 pakz) 一 x《p) eX 作为 它 向 从 标的 射影 px: TTX -> Xa。 
这 个 积 在 有 限 个 的 时 候 , 显 然 是 没有 什么 问题 的 ,但 是 当 #* 的 
指标 是 无 限 集 的 时 候 , 之 所 以 向 人 IaX。 导 人 弱 拓 盾 , 实 际 上 正 
是 因为 得 到 如 下 结果 . 

定理 ”拓扑 积 IX 向 坐标 的 射影 pn: InXn 一 Xn 是 
连续 映射 。 也 就 是 , 若 把 比 弱 拓扑 小 的 ( 即 弱 拓扑 的 真子 族 ) 
拓 外 用 于 IIXs, 则 ps 未 必 是 连续 的 . 

因为 豪 斯 道夫 空间 的 任意 拓扑 积 是 豪 斯 道夫 空间 ， 可 数 
个 第 一 可 数 空间 的 拓扑 积 是 第 一 可 数 的， 所 以 可 得 到 如 下 结 
果 


定理 可 数 个 第 一 可 数 宕 斯 道夫 空间 的 拓扑 积 IwXm 
的 点 列 xo} 收敛 于 * 的 充分 必要 条 件 是 ， 在 各 坐标 空间 Xm 
中 点 列 {pm(xw} 收 全 于 pm(x)。 

这 个 结果 再 一 次 指出 ， 为 什么 以 噶 拓 扑 作为 拓扑 积 的 拓 


扑 . 

若 使 用 连续 映射 ， 则 在 第 七 章 中 所 讨论 的 空间 的 连通 性 
可 叙述 如 下 。 

定理 空间 是 思 通 的 充分 点 要 条 件 是 ， 不 存在 使 KX) 
恰 为 两 点 的 连续 映射 1:X ~> R。 
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对 于 这 个 结果 ， 若 考虑 非 连 适 的 情形 ， 更 易于 直观 地 再 
解 。 假定 存在 象 图 8-3 那样 的 连续 映射 f:X -> RR ,而 藉 X) 一 
{a} U15}。{o},{2} 都 是 在 R 的 子 空间 {a}U {6s} 的 闭 集 ,而 
在 它们 自身 中 又 都 是 开 集 。 因 此 , 若 设 关 (ae) 一 4 六 (3) 一 
8B8, 则 4,B 同 时 是 X 的 闲 集 又 是 开 集 。 总 之 , 因为 人 4) 一 
taj， 1B) 一 {4}; 所 以 4, 了 都 不 是 空 集 . 汉 因 

Xf (UD ~ Us) 一 4UB， 

所 以 X 不 是 连通 的 . 


图 8-3 


如 果 应 用 这 个 定理 ,那么 立即 可 以 得 出 如 下 结果 。 

定理 ” 当 X,Y 是 空间 , j:X 一 Y 是 连续 映射 时 ,着 X 是 
连通 的 , 则 天 X) 也 是 连通 的 . 

若 HX) 不 是 连通 的 , 则 因 存在 连续 映射 8:1(X) ~> {a} 
U{8}CR， 所 以 可 得 出 复合 映射 gf:X 一 {a}U{B}CR, 这 
与 X 是 连通 的 相 包 盾 . 

在 此 ,我 们 再 导 人 一 个 关于 空间 的 连通 性 质 . 

所 请 拓扑 空间 XX 的 两 点 < 和 5 是 道路 连通 的 ， 是 指 存在 
使 线段 [0,1] 映 为 0) 二 a, 人 1 一 6 的 连续 映射 1:10,1] 一 
X. 
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图 8-4 

一 般 地 ,把 连续 映射 [0，1] 一 天 四 做 蕊 0) 和 f1) 的 
连结 道路 。 例如 图 8-4, a。 和。 是 道 咯 连通 的 ,而 a。 各 c， 4 
和 <。 不 是 道路 连通 的 . 

和 的 两 点 间 的 所 谓 " 道 路 连通 ”的 关系 ， 如 我 们 立刻 就 可 
知道 的 那样 , 它 是 一 种 等 价 关系 ,和 可 划分 为 这 种 等 价 关系 的 
等 价 类 。 

特别 是 ,只 有 一 个 等 价 类 的 空间 X 叫 做 级 状 连通 的 ， 图 
8-4 中 的 空间 4 以 及 都 是 弧 状 连通 的 ,但 是 把 它们 合 起 来 
的 X 就 不 是 缴 状 连通 的 ， 这 种 弧 状 连通 性 和 前 边 所 说 的 连通 
性 是 不 一 致 的 。 若 稍微 详细 一 点 只 说 结果 ,就 是 : 

孤 状 连通 的 空间 X 是 连通 的 ,但 是 一 般 来 说 ,其 道 是 不 成 
立 的 . 

完备 度量 空间 X 是 连通 的 ,而 且 是 局 部 连通 的 , 则 X 是 
琶 状 连通 的 ， 

这 里 所 说 的 局 部 连通 ,与 第 一 可 数 , 第 二 可 数 的 讨论 情况 
是 类 位 的 ,是 把 连通 概念 局 部 化 。 所谓 X 是 局 部 连通 的 ,是 指 
对 于 X 的 各 点 X 的 任意 开 邻 域 了， 存在 使 7CZ 的 连通 的 * 
的 开 邻 域 7 了 。 

以 后 ,在 本 书 中 , 大 体 上 仅 以 线 状 连通 空谷 作为 对 象 , 所 
以 尽管 没有 剖 先 假定 张 状 连 通 性 ， 我 们 还 是 认为 空间 是 弧 状 
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连通 的 。 
还 有 如 下 结果 也 是 立即 可 知 的 。 

定理 ” 设 X, 了 是 空间 ,而 六 多 一 了 是 连续 映射 ， 这 时 ， 
若是 紧 致 的 , 则 从 X) 也 是 紧 致 的 . 

因为 ,对 于 忒 X) 任意 给 定 的 开 履 僵 《Goj, { 广 (Go)} 是 
的 开 覆 盖 , 所 以 由 开 是 紧 致 的 可 取 它 的 有 限 子 娶 凋 

{GD), ,KG)}, 

而 {G4 G2,"…*,Gs} 就 是 所 求 的 玉 X) 的 开 柳 盖 。 


$2 函数 空间 


. 当 导 ,是 任意 集合 时 ,我 们 在 第 四 章 中 确定 了 直 积 X”、 
实际 上 , 我 们 已 经 说 过 , 所 谓 直 积 可 以 看 做 映射 天 Y 一 总 的 
集合 。 若 XxX 和 Y 是 拓扑 空间 ,我 们 不 考虑 上 映射, 耐 考 典 所 有 连 
续 映 射 fiY 一 的 集合 FF， 对 这 个 集合 F, 用 某 种 方法 ( 根 
据 不 同情 形 有 各 种 方法 ) 导 人 拓扑 。 当 本身 是 拓扑 空间 时， 
按照 传统 把 这 个 拓扑 空间 叫做 从 Y 到 X 的 连续 映射 构成 的 画 
数 空 间 。 现 在 ,我 们 来 讨论 关于 的 拓 扩 的 例子 ， 

一 般 地 ， 因 为 觅 射 不 总 是 连续 映射 ， .所 以 集合 是 直 积 
XY 的 子 集 ，(F 是 什么 样 的 子 集 , 这 要 根据 X 和 YY 的 拓扑 而 
定 .) 可 是 , 因为 X,Y 都 是 拓扑 空间 , 所 以 象 我 们 在 第 五 章 中 
所 说 的 那样 ,由 X 的 拓扑 基 可 确定 直 积 XY 的 拓扑 人 弱 拓 扑 )， 
而 XY 本身 构成 了 拓扑 空间 ， 由 此 ,因为 连续 映射 的 集合 疡 是 
X* 的 子 集 ,所 以 根据 X 的 拓扑 在 了 限制 下 的 相对 拓扑 , F 本 
身 是 拓扑 空间 ， 这 样 一 来 ， 导 人 拓扑 的 函 救 空间 忆 叫 做 列 紧 
拓扑 ， 这 个 名 字 的 由 来 , 是 因为 分 析 学 中 常用 F 的 这 个 拓 
扑 ,而 且 与 下 面 的 定理 有 关系 :“ 连 续 映 射 列 {fs} 在 F 下 收敛 
于 连续 映射 8 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 Y 的 任意 点 所 确定 
的 X 的 点 列 1joky) 收 化 于 区 ?7 ” 
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F 还 有 一 个 有 名 的 拓扑 , 那 就 是 紧 致 开拓 扑 。 这 种 拓 扩 
是 如 下 构成 的 : 首先 选 出 了 的 任意 紧 致 集合 丸和 的 任意 开 
集 如 ,把 K 映 入 口 的 连续 映射 1:Y 一 全 体 的 集合 用 WW(K， 
0) 表示, 即 

w(K, U) = {ff(K)CU, fe F}. 
W(K, 器) 显然 是 F 的 子 集 , 而 且 根 据 选 出 的 各 种 KX 和 如 ,能 
够 得 到 X 的 子 族 {W(K, DU)},。 三 的 紧 致 开拓 扑 就 是 以 族 
{w(K, 器)} 为 拓扑 基 所 生成 的 拓扑 。 这 种 紧 致 开拓 扑 作为 
集 族 要 比 点 收敛 拓扑 大 (作为 集 族 来 说 ,前 者 包含 后 者 ,在 这 
种 意义 下 ,有 时 会 带 来 各 种 方便 . 

其 次 , 我 们 来 定义 类 似 于 连续 性 的 概念 。 当 交 和 了 Y 是 空 
阀 时 ,映射 天 X 一 了 是 闭 映 射 (或 开 映 射 ), 是 指 X 的 所 有 闭 
集 (或 开 集 ) 的 象 在 了 是 闭 集 (或 开 集 )。 

在 关于 连续 的 定理 中 ,我 们 提出 过 一 个 需 注意 的 问题 , 即 
X 一 了 的 箭头 和 扩 '(U)CxX(UCY) 是 相反 的 .但 是 对 闭 映 
射 ( 开 上 映射) 来 说 , X 一 了 的 箭头 和 闭 集 CX 一 闭 集 CY (或 
开 集 CX 一 开 集 CY) 是 一 致 的 , 满足 这 样 条 件 的 映射 与 连 
续 性 是 没有 关系 的 。 


电容 会 FCX,f( 下 CY 于 集合 〈Y 开 生 合 DC 加 ADcz 开 入 会) 
图 8-5 


例如 我 们 取 拓 六 空间 X= {e，2，z 作为 例子 。 这 时 ， 
拓扑 Sx 一 {XX。{o}，{a}U12}, {eo}U{c},2}。， 另 外 , 在 
了 一 {4, es 从 中 , 设 它 的 拓扑 为 人 {YY, fa} {e}U{， 
纪 }， 于 吓 了 也 是 拓 持 空间。 

已 知 映射 产 夺 一 了。 对 于 所 有 的 x X， 若 规定 1x》 一 
。, 则 。 的 开 邻 域 是 {c}U {内 , 而 在 X 因 

PUIUID 一 产 (7) ~ x, 
所 汉 映 射 了 是 连续 的 ， 罗 为 《58}U {ec})》 是 XX 一 {a}, 所 以 
它 是 的 闭 集 . 但 是 以 {3} Ute)) 一 {e}, 而 {6} 不 是 Y 的 闭 
集 ,所 以 f 不 是 闭 且 射 。 又 , {e} 是 飞 的 开 集 ,但 
HK{oD) = {e}, 

而 fv} 也 不 是 了 的 开 集 ,所 以 f 也 不 是 开 映 射 。 其 次 , 考 韦 映 
射 8:Y 一 X, 对 于 了 的 任意 元 素 *， 若 规定 glx) 一 。， 则 映 
射 8 是 开 上 映射 , 而 不 是 闭 映射 。 再 考虑 映射 43Y 一 和 。 对 于 
Y 的 任意 元 素 *, 若 规定 4(*) 一 “, 则 有 是 闭 映 射 , 而 不 是 天 
映射 。 (g 和 天 是 连续 映射 .7 

这 些 价 子 ,虽然 都 是 在 非常 特别 的 空间 中 讨论 的 ,但 是 它 
确 急 地 提供 了 证 据 , 证 明 连 续 映 射 , 闭 映射 以 及 开 上 映射 是 互相 
独立 的 概念 ， 

假定 已 给 映射 :XX 一 Y， 这 里 的 X 只 是 集合 而 没有 确定 
拓扑 ;但 了 是 扼 处 空间， 这 时 ,我 们 考虑 ,作为 X 的 拓扑 ;选择 
什么 样 的 才能 使 f 成 为 连续 映射 呢 。 f 是 连续 的 充分 必要 条 
忻 ,显然 是 对 于 了 的 任意 开 集 V, 如 果 大 (F) 是 关 的 开 集 即 
可 ， 也 就 是 ,为 了 使 是 连续 的 , X 的 拓扑 最 低 限度 必须 含有 
集 族 {7A《V)IvV 开 集 VCY} .因为 X 的 离散 拓扑 27 显然 售 
有 这 样 的 集 族 ， 所 以 慰 的 离散 拓扑 能 使 了 成 为 连续 映射 。 但 
是 ， 象 以 前 说 过 的 那样 ,离散 拓扑 如 同 不 考虑 拓扑 是 一 样 的 ， 
所 以 这 是 没有 多 大 意义 的 结果 。 
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在 前 边 ， 我 们 考察 过 积 空间 . IExX， 那 时 的 弱 拓 扑 是 某 
六 的 开 集 Us。 当 设 2 坐标 射影 为 Pe: 了 IsX。 -> Xs 时， 则 有 
PRUs)CIToXs。 以 集 谈 {pzD。)|1 Yne M ,VY 开 集 UsCX。} 
的 有 限 个 集 族 的 交集 为 基 的 拓扑 ， 是 IILeXx* 上 的 拓扑 ， 根 据 
定义 ， 各 严 坐 标 射影 各 :IIeXe 一 Xs 在 这 个 弱 托 扑 上 是 连续 
映射. : A 
而 且 , 由 IX 的 ( 惨 ) 拓 提 的 作法 可 知 ps 是 开 陕 射 。 但 
是 在 此 必须 注意 的 是 ，p。 一 般 地 不 是 闵 了 映 射 . 例如 在 Ra,P 一 
T(x, 》)1zy 一 1} 的 子 集 是 闭 集 , 但 是 p.(P) 一 R 一 {0}， 而 
它 是 第 一 坐标 空间 尺 的 开 集 。 


53 高 空间 


我 们 对 于 积 空间 黎 了 上 述 解释 ,就 可 以 研究 它 的 相反 概 
念 所 谓 商 空间 。 这 个 概念 在 我 们 具体 地 研究 拓扑 空间 时 , 它 
是 非常 有 用 的 一 种 方法 。 设 已 给 映射 f:XX 一 了。 但 这 次 假 
定 X 是 空间 ,而 Y 只 是 集合 . 

这 时 的 问题 是 ,为 使 成 为 连续 映射 ,Y 具有 什么 样 的 拓 
扑 才 行 。 这 个 问题 的 充分 必要 条 件 显然 是 , 使 得 站 (DU) 是 X 
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的 开 集 的 立 的 子 集 二 是 了 的 开 集 。 让 我 们 把 这 祥 的 集 族 设 为 
UL 于 是 ,因为 XX 一 站 (7), $ 一 让 ($8), 所 以 满足 公 球 让 了 
是 明显 的 ， 若 {U.} 是 中 的 子 集 族 , 则 

FU 一 Us Da) 
(参照 第 三 章 ) 而 因 fC(U。) 是 X 的 开 集 ， 所 以 它们 的 并 
Usf (ID。) 是 开 集 .因此 ,大 (UsDa) 是 开 集 . 而 有 UDue at 
满足 公理 4. 同样 ,也 满足 公理 3, 5， 因 而 (Y, 9D) 是 拓扑 空 
间 . 这 样 得 到 的 由 X 和 f:X 一 了 确定 的 Y 的 拓扑 叫做 商 拓 
扑 ， 由 定义 ,Y 的 子 集 刀 为 闭 集 的 充分 必要 条 件 是 ， 

广 ( 了 一 B) 一 和 一方 (B3) 
是 X 的 开 集 。 商 拓 盾 具有 以 下 性 质 . 

没 映 射 i:X -> Y 是 空间 xX 到 空间 Y 的 连续 满 映 射 , 但 Y 
具有 商 拓扑 ， 当 了 为 空间 时 ,映射 g:Y -> Z 为 连续 的 充分 
必要 条 件 是 复合 映射 gf:X 一 Z 是 连续 映射 ， 

以 上 是 关于 商 拓扑 的 定义 和 性 质 的 讨论 ， 现 在 我 们 研究 
它 的 应 用 。 假定 给 了 集合 X 的 某 一 剖 分 (参照 第 四 章 ) 息 ， 这 
时 映射 p:X 一 利 , 对 于 和 的 任意 一 点 x，p(*) 就 确定 了 剖 分 
争 的 含有 * 的 区 域 z], 这 个 映射 ?叫做 商 映 射 . 

， 特别 是 , 当 X 是 拓 托 空间 时 ,对 于 剖 分 第 , 导 人 由 X 和 也 


所 确定 的 商 拓扑 中 ,就 得 出 拓扑 空间 (第 ，30D，《〈 第 。90D 到 做 剖 
分 肿 的 商 空间 . 

如 在 第 四 章 中 所 谈 的 那样 , 若 给 下 部 分 争 , 则 在 又 中 它 的 
等 价 类 的 集合 可 看 做 由 币 而 得 的 等 价 关系 三 。 因此 (了, 
可 代 之 以 等 价 关系 三 ,从 这 点 来 说 , 商 空 间 有 时 也 用 X/ 三 表 
示 。 根 据 定义 ,对 于 商 空 间 来 说 ,下 述 事实 成 立 . 

若 p:X 一 X/ 三 是 空间 X 到 商 空 间 X/ 二 的 高 映射 , 则 
是 连续 映射 。 

这 个 结果 ,以 后 常常 用 于 如 下 模型 。 设 有 拓扑 空间 X, 4 
和 B 是 X 的 子 集 ( 不 限于 4 下 一 儿 ). 并 且 已 给 双 射 

h:A—>B. 
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首先 ,以 

若 x€ 4, 则 H(x) = h(*)， 

车 xE4， 则 H(z) 一 x 
来 定义 及:X 一 X， 而 且 , XX 的 关系 三 ， 即 所 亩 * 三 》， 由 
H(x) 一 召 (?) 来 确定 。 于 是 ,很 明显 由 等 价 关系 三 确定 了 次 
空间 X/ 三 和 商 映射 p:X 一 /三 ， 这 样 得 到 的 商 空间 /三 
也 可 以 说 是 在 二 之 下 ， 把 4 和 3 同样 看 待 所 得 到 的 高 空间 . 
直观 地 来 看 ， 高 空 亲 是 表示 在 之 下 把 4，B 的 对 应 点 贴 合 
起 来 所 得 到 的 空间 (通常 是 以 下 述 的 局 是 作为 57。 
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让 我 们 来 讨论 拓 外 学 的 最 重要 的 概念 同 耳 ， 

设 X 和 Y 是 拓扑 空间 , 所 谓 和 和 Y 同 是 (homeomorphic)。 
是 指 存 在 把 Xx 陕 到 Y 上 的 一 对 一 的 连续 开 映 射 《 二 连续 开 映 
射 的 双 射 )。 而 且 用 记号 * 兰 Y 表示 ， 这 种 映射 叫做 拓扑 映 
射 或 同 王 ，“homeomorphic” 一 词 是 希腊 语 的 “同一 样式 ”或 
“相同 结构 "的 意思 ， 

现在 说 明 关于 局 胚 的 两 个 注意 . 

首先 ,车 1:X 一 了 同 腑 , 则 f 是 双 射 而 且 是 连续 开 上 映射 
当 设 为 X 的 任意 闭 集 时 , 则 X 一 了 是 多 的 开 集 。 由 此 , 因 
为 f 是 开 映 射 , 所 以 作 X 一 下) 是 了 的 开 集 。 可 是 ,因为 了 是 
双 射 (一 对 一 到 上 的 上 映射 ), 所 以 

KX—F)—H(X)— AF) Y— AF) 

又 因 Y 一 人 F) 是 Y 的 开 集 ,所 以 人 F) 是 XY 的 闭 集 ， 也 就 是 
说 ,因为 1 把 X 的 闭 集 映 为 了 的 闭 集 ,所 以 1 还 是 闭 映 射 ， 这 
一 推理 方法 是 说 , 若 f 是 双 射 且 为 开 映 射 , 它 也 必 为 闭 映射 、 
同 理 可 证 , 若是 双 射 且 为 闭 映 射 , 它 也 必 为 开 上 映射 。 因 此 >， 
当 映 射 J:X 一 了 局 胚 时 ,也 可 以 说 是 双 射 而 且 连 续 , 同时 
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还 是 闭 映射 。 

其 次 , 若 映 射 fiX > Y 同 胚 ,由 于 了 是 双 射 ,所 以 就 可 确 
定 它 的 逆 映 射 f+:Y 一 X。 因 为 了 是 开 喘 射 ， 所 以 又 的 任意 
开 集 上 的 象 KU) 是 Y 的 开 集 。 由 于 + 是 双 射 , 所 以 了 的 逆 
映射 的 逆 喘 射 是 本身 , 即 ("7 一。 因此 就 个 来 说 , 对 
于 X 的 任意 开 集 5，( 太 ) (7) 是 Y 的 开 集 , 根据 定理 , 映射 
上 三?Y 一 X 是 连续 的 。 因此， 所 谓 了 同 是 ,可 换 成 另 一 种 说 
法 , 即 了 是 双 射 而 且 连 续 , 同 时 它 的 逆 映 射 三 也 连续 . 

现在 ,我 们 来 讨论 一 些 钢 子 . 在 ” 维 欧 几 里 得 空间 中 , 半 
径 为 > 的 ”= 维 球 3" 是 让 B" 一 {zle(o *) 魏 r，7 > 0 的 实 
数 } 定 义 的 ， 因 为 > 是 大 于 0 的 任意 实数 ,所 以 根据 + 值 的 不 
同 会 得 到 很 多 不 同 的 球 . 现在 , 任 取 * 的 两 个 值 rt >> 7 之 0， 
由 它们 确定 的 2 维 球 = 圆 盘 用 匹 ， 弄 表示。 而且 象 图 8-11 
那样 ， 对 于 王 的 任意 点 * 与 点 o 联结 的 半 直 线 和 Bi 的 边界 
四 周 导 的 交点 上 就 被 确定 。 显然 ， 这 条 半 直 线 也 和 裂 的 周 
界 交 于 一 点 9。 因此 ,对 于 已 知 点 x， 应 用 线段 长 度 的 比 , B3 
的 点 {x) 由 


op:or = 0g:of(x) 
在 线段 og 上 也 被 确定 。 这 种 作法 对 于 点 *e Bi, 只 要 它 不 是 
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“点 总 是 可 能 的 。 显然, 当 x 一 p 时 ,根据 上 边 的 比 ， 可 得 
fw) 一人， 因此 , 若 规 定 Ko) 一 o, 则 得 到 映射 1: Bi 一 BB3。 
不 难 知道 , 这 个 映射 是 双 射 。 所 谓 1 是 连续 的 ， 是 指 若 图 
8-11 中 的 并 和 矩形 了 是 fC%) 的 领域 , 则 它 的 逆 象 是 图 中 含有 点 
* 的 开 上 矩形 U。 也 就 是 ， 因 为 让 (VY) 一 U， 所 以 f 是 连续 
的 。 如 果 把 上 述 作法 反 过 来 , 则 有 fU) 一 VV， 即 把 的 开 
集 映 为 型 的 开 集 ， 就 是 说 1 是 开 爱 射 。 因此 ，f 是 癌 胚 喘 
射 ,从 而 于 和 玛 司 胚 。 


ny | 

| 

ES 辽 综 立方 体 = 正 方形 了 
辕 8-12 
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£ Be 
拓 有 的 多 边 形 同 是 


图 8-14 


因为 上 述 讨论 对 于 任何 半径 的 = 维 球 8" 总 是 可 行 的 ,所 
以 B" 按 定义 与 半径 + > 0 无 关 ; 它 们 都 是 同 胚 的 ， 在 拓扑 学 
中 ,通常 是 以 > 一 1 的 情形 为 代表 . 

按照 同样 的 想法 可 知 , 2 维 立 方 体 忆 与 矩形 局 胚 , 

根据 类 似 的 想法 可 知 ， 所 有 的 多 边 形 和 平面 上 的 凸 疼 形 
都 和 正方 形 同 胚 。 

对 于 "和 8" 的 同 凸 7" 全 8B"， 如 果 拒 它们 之 间 的 缺 射 
限制 在 它们 各 自 的 表面 上 , 则 1" 的 表面 和 8" 的 表面 即 (一 
1) 维 球面 是 册 五 的 . 

当 我 们 进行 类 似 的 考虑 时 可 知 ， 前 述 的 多 边 形 都 是 同 胚 
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外 


EE 


图 8-15 


的 ， 但 是 多 边 形 的 边 不 限于 线 豚 ， 是 圆周 的 一 部 分 即 红 都 可 
以 , 如 图 8-15 那样 。 从 这 一 事实 又 知 , 它们 的 周边 都 和 一 维 
球面 一 圆周 是 同 胚 的 . 

其 次 ,我 们 来 考虑 一 维 球面 一 圆周 8。 在 其 上 取 一 点 N， 
点 YN 与 圆周 的 中 心 连结 的 直线 与 圆周 交 于 另 一 点 5。 一 个 直 
径 的 这 样 两 个 端点 叫做 对 极点 。 现 在 , 使 圆周 $! 与 实数 直线 
R' 切 于 点 5S， 在 下 图 中 , 取 5* 上 的 非 N 的 任意 一 点 x, 从 N 出 
发 通过 x 引 一 条 半 直 线 。 由 于 点 * 不 是 N, 所 以 半 直 线 总 是 
可 以 确定 的 ， 而 且 由 于 它 不 平行 于 刃 ， 所 以 与 尺 必 有 一 个 交 
点 ， 设 此 交点 为 Ax)， 这 样 一 来 ,就 可 得 到 由 5' 的 非 和 的 点 
的 集合 到 R 的 映射 J:(8' 一 {N}) 一 R， 若 人 + 是 的 异 于 zx 
和 的 点 , 则 由 六 出 发 通过 = 的 半 直 线 和 通过 的 半 直 线 与 
RR 的 交点 KK**) 和 f(*) 也 是 不 同 的。 另外 , 若 y 是 以 上 的 任意 
一 点 ,; 则 x 入 连结 的 直线 , 如 图 8-16 那样 。 必 和 5 一 {N} 
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图 8-16 


有 一 个 交点 。 特别 是 当 》 一 8 时 ,x 一 58。 因 y 实际 上 是 
f(x), 所 以 f 是 到 上 的 映射 ,于 是 可 知 了 是 双 射 。 其 次 , 由 于 
引 的 拓扑 是 从 Rz 的 拓扑 诱导 出 来 的 ,点 = 在 8 的 开 邻 城 是 如 
融 那 样 的 不 含 两 个 端点 的 帮 弧 。 这 个 开 玫 由 了 对 为 尽 的 开 区 
间 ， 由 此 可 知 , 是 开 映 射 ,而 且 也 是 连续 的 。 这 样 一 来 , 映 
射 了 实际 上 是 同 耳 的 , 通常 把 它 叫做 球 航 平面 投影 。 由 此 事 
实证 明了 
4 一 {N eR. 

简单 说 来 , 直线 就 是 除 掉 一 点 的 圆周 。 无 限 延续 的 无 法 直观 
了 解 的 直线 这 种 空间 ,只 要 适当 地 加 上 一 点 就 变 成 了 圆周 .这 
就 把 无 限 扩展 的 东西 移 到 使 我 们 能 够 看 得 见 的 地 方 。 因此 可 
以 说 , 同 胚 真 正 具有 惊人 的 威力 。 同 样 ,从 图 8-17 可 知 ,二 维 
网 几 里 得 平面 R' 与 二 维 球 面 8* 去 掉 一 点 六 的 空间 是 同 胚 
的 。 一 般 地 , ”> 维 欧 几 里 得 空间 R" 与 > 维 球面 8 去 掉 -- 点 
的 空间 是 同 古 的 , 即 
R55" — {N}. 

现在 我 们 考虑 图 8-18， 不 是 把 全 部 球面 而 是 仅 把 下 面 
的 南半球 面 放 在 平面 上 ， 不 在 赤道 上 的 南半球 的 任 -点 x 与 
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图 8-17 


球面 中 心 连 结 的 半 直 线 必 与 平面 交 于 一 点 。 车 这 样 的 点 用 
f(x) 表示 , 那么 f 就 是 从 南半球 面 去 掉 赤 道 (加 局 ) 的 ( 南 ) 半 
开 球 面 焉 到 平面 R? 的 映射 :到 一 RI?， 而 且 可 知 ,和 前 边 同 
样 ,f 是 同 胚 的 。 ， 


4 . i ee Sr 
pb g " Y 
a \ i 
A yy 
~ 
图 8-18 


一 般 地 , 在 R" 中 ,可 用 {x|plo，z} 一 1} 确定 SS， 
当 * = 《sy，*…*, xe) 时 ,如 果 北 极为 《1, 0,…,0), 则 南极 为 
《一 1,0，…， 0), 而 赤道 上 点 的 第 一 个 坐标 都 是 0， 因 此， 开 
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刘 半 蒜 醒 可 用 
lx 一 《ri 0 Xa) iplo, x) = 1, x <0) 
至 示 ,而 开 北 六 球面 可 用 
{x 一 (xz Xa) plo, xz) = 1, ,> 0} 
表示 。 因为 它们 是 同 胚 的 , 所 以 它们 都 叫做 = 维 闭 - 开 球面 ， 
并 用 于 和 未。 于 是 根据 上 述 讨论 可 知 , 对 于 任何 纵 数 = 部 有 
H" ox 尺 
现在 ,在 下 的 各 点 * 向 R* 作 垂 线 , 显然 该 算 线 与 R? 交 
于 一 点 , 车 该 点 用 f(x) 表示 , 则 得 映射 f:H* 一 RI， 根 据 推 
断 ,这 个 正 射影 1, 显然 是 同 R? 内 的 一 对 一 连续 的 开 上 映射 。 可 
是 ， 如 果 考 虑 象 九 正 ) 是 什么 , 由 图 8-19 可 知 ， 它 是 开 贺 盘 
08’， 就 是 说 , 正 射影 了 是 ?到 08 的 同 虾 决 和 针 , 即 
好 0B, 
显然 ,一 般 地 
H* ~ DB 
也 成 立 。 
以 上 讨论 了 各 种 同 趴 的 合子， 如 果 把 它 的 内 容 简单 直观 
地 来 说 , 所谓 辐 不 也 射 fi:X 一 了， 可 以 认为 空间 XX 和 Y 是 由 
能 够 无 限 伸缩 ;不破 不 受 的 理想 物质 (理想 的 橡皮 膜 ) 构 成 的 。 
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图 8-20 


如 果 适 当地 把 棱角 、 端 沿 弄 平 ,极其 自然 地 《 婚 不 切 开 也 不 粘 
合 的 意思 ) 变 形 , 那 么 就 可 以 说 Y 是 XxX 变 成 的 。 从 这 种 意义 来 
说 , 价值 很 高 的 钻石 和 土豆 都 和 三 维 立方 体 是 同 胚 的 ， 如果 
作为 一 种 笑谈 ,原始 时 代 人 类 所 具有 的 直观 图 形 , 就 已 经 正确 
地 反 跑 了 问 胚 问题 

拓扑 空间 之 闻 的 同 胚 关系 ,实际 上 是 等 价 关 系 。 也 就 是 ， 

(i) X 与 X 同 胚 , 

《ii) 如 果 和 与 Y 同 豚 , 则 了 Y 与 叉 同 胚 。 

(者 ) 如 果 导 与 了 同 豚 ,Y 与 Z 同 胚 , 则 X 与 Z 同 胚 ， 

(i) 是 恒 等 映 射 ，(ii) 是 说 , 若 大 X 一 了 同 胚 , 则 其 逆 
映射 也 同 胚 (这 ) 是 说 , 着 f:X 一 了，g:Y > Z 同上 胚 , 则 它 
们 的 复合 映射 gf 也 间 吓 . 
因为 同 胚 闫 系 是 等 价 关系 ， 所 以 丘 扑 空间 根据 这 种 关系 
可 以 分 成 等 价 类 。 属于 同一 等 价 类 的 空间 是 互相 同 胚 的 , 从 
拓扑 学 的 角度 来 说 , 它们 是 相同 的 。 因为 局 于 同一 等 价 类 的 
空间 都 可 看 做 是 相同 的 ， 所 以 一 个 等 价 类 的 全 体 空间 使 用 它 
们 的 哪 一 个 空间 的 名 称 都 可 以 。 例如 ,和 矩形 和 亚 方形 都 可 称 
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为 图 盘 。 立方体 的 表面 和 土豆 的 表面 都 可 说 是 球面 . 

于 是 ,所 谓 拓 扑 学 , 大 体 上 来 说 , 可 以 看 做 是 研究 相互 同 
胚 空间 的 拓扑 性 质 的 数学 . (这 里 需要 注意 的 是 ,空间 的 拓扑 
概念 ,使 用 拓扑 这 个 名 称 , 作 为 一 门 学 科 有 时 也 称 拓扑 这 个 名 
称 , 决 不 能 混淆 ，) 

例如 ,角度 ,长 度 等 概念 都 不 是 拓扑 学 研究 的 对 象 。 从 第 
六 章 开 始 到 现在 ,我们 所 讨论 的 问题 都 是 有 关 拓 扑 的 * 它 的 基 
本 问题 是 开 集 族 ， 凡 是 能 用 开 集 族 表 示 的 问题 都 是 和 拓扑 有 
关 的 性 质 ,因而 从 第 六 章 到 现在 ,我 们 所 讨论 的 定理 和 结果 都 
是 和 拓扑 有 关 的 性 质 ， 

另外 , 我 们 也 经 常用 到 和 同 胚 有 关联 的 如 下 概念 。 把 映 


射 
fiX—Y 
的 象 区 X) 作 为 Y 的 子 空间 ,得 到 映射 
f:X HX), 


若是 同 及 时 ,就 说 把 XxX 嵌入 到 了， 从 而 ,嵌入 f:X 一 了 是 
连续 开 映 射 且 为 单 射 ,但 未 必 是 兆 射 ， 就 是 说 ,铁人 是 把 和 厌 
封 不 动 地 拓扑 地 装 人 了 了 中. 

例如 在 第 一 章 中 讨论 的 R: 中 的 扭 结 ， 就 是 把 圆周 媒人 
Ra 

实际 上 ,为 了 判定 一 个 映射 是 同 胚 的 ,常用 如 下 结果 。 

定理 X,Y 是 空间 ,而 1:X 一 Y 了 是 从 X 到 Y 的 双 射 且 为 
连续 映射 ， 若 * 是 紧 致 的 ，Y 是 队 斯 道夫 空间 ， 则 f 吓 同 三 
的 


对 于 这 一 结果 ,首先 因为 了 是 双 射 ,所 以 只 要 证 明了 是 闭 
商 射 即 可 ， 因 此 , 设 六 为 和 的 六 集 ， 由 于 和 是 紧 致 的 :所 以 天 
是 紧 致 的 。 根 据 定理 人 KK) 是 紧 致 的 ， 又 因 了 是 豪 斯 道夫 的 ， 
所 以 KK) 是 闲 集 ,从 而 f 是 闭 映射 。 
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例如 ， 前 边 说 过 的 = 维 立 方 体 1" 和 # 维 球 8? 之 间 的 习 
肤 映 射 1, 实际 上 只 要 1 是 双 射 且 为 连续 ,就 已 充分 。 


55 维 数 


到 现在 为 止 , 关于 维 数 这 一 术语 , 我 们 未 加 任何 说 明 , 但 
早已 使 用 。 因 它 是 重要 的 拓扑 性 质 , 所 以 在 此 对 它 稳 做 研究 . 

我 们 先 从 有 趣 的 谈 法 开始 ， 在 十 九 世 纪 ， 对 于 拓 耻 空间 
概念 的 建立 有 很 大 成 就 的 G. 皮 亚 诺 (Peano)， 曾 经 构成 了 从 
线 毁 ! 一 [0,1] 到 平面 正方 形 了 的 连续 满 映射 :1 一 天. 
为 这 是 把 维 数 是 1 的 映 为 维 数 是 2 的 连续 映射 ， 所 以 当然 易 
于 引起 惊叹 。 现 在 ,我 们 来 考察 , 虫 希 尔 伯 特 将 到 亚 诺 愿 作 改 
良 过 的 方法 。 

如 图 8-21 那 样 , 把 正方 形 了 四 等 分 同时 把 线段 了 也 四 
等 分 ， 把 它们 分 别 设 为 Do Di Ds ,Ds 以 及 Tos Ti ,Ty 
为 了 易于 观察 ， 把 Du, Di, Ds，D; 的 中 心 点 如 图 那 樟 用 线 毁 
连结 起 来 。 这 是 表示 ，7o。Ti，7:。T7， 依次 对 应 用 折线 表示 
的 正方 形 Du， Di Di, Ds。 然后 , 再 把 各 小 正方 形 D; 四 等 分 
作出 Di, 同时 也 把 各 小 线段 Yi 四 等 分 作出 Tj。 对 于 哪 
一 个 Di 与 之 对 应 呢 , 在 前 边 的 同一 正方 形 内 , 车 用 画 出 的 折 
线 表 示 ， 就 象 图 8-2I( 中 ) 那 样 ， 以 下 同样 ， 把 小 正方 形 Di 
再 四 等 分 作出 Di 同时 把 各 小 线 眉 Ta 再 四 等 分 作出 Tix 
它们 之 疗 的 对 应 , 若 用 正方 形 所 融和 的 折线 表示 , 就 象 图 8-21 
(下) 那样 …。 

于 是 ,正方 形 列 

DiDDisIDih 


与 线 眉 列 
TiDTjyITi sn 
对 应 。 因为 它们 都 是 紧 致 的 集 族 而 且 任何 有 限 个 都 相交 ,所 
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以 根据 有 有限 交 性 定理 ,交集 

ee DiNDaN Diafie*: 
Py 至 少 含有 一 点 pit-… 

ls | 同样 ,交集 

[es 上 0 TN TyN Tiaf 
A | 至 少 含有 一 点 it-， 立 即 

Ds 可 知 它们 都 是 豪 斯 道夫 


的 ,所 以 它们 都 是 一 点 , 因 
而 可 知 ， 正 方形 内 的 任何 
一 点 都 可 作为 正方 形 列 的 


二 于 > 本 


| 
: ee er | 


图 8-21 图 8-22 
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变 集 表示 出 来 。 显然 , 对 于 一 点 可 有 许多 方法 选择 它 的 正方 
形 列 。 同样 地 , 线 毁 上 的 任何 一 点 也 都 可 作为 小 线 侦 列 的 交 
集 ( 昌 说 许多 种 ,实际 上 是 丙种) 来 表示 。 因 此 ,映射 fT 一 广 
可 如 下 作出 : 对 于 工 的 任意 一 点 x 首先 作出 小 线段 列 ， 然后 
在 正方 形 内 作出 与 折线 对 应 的 正方 形 列 、 使 或 正方 形 列 交 
集 之 点 对 应 。 如 使 用 点 列 时 的 映射 。 立即 可 知 了 是 连续 的 ， 
车 把 上 述 操 作 肥 过 来 ， 使 人 感到 意外 的 是 ， 这 一 映射 还 是 满 
射 .但 是 车 进一步 研究 ,可 以 看 出 ，f 不 是 单 射 , 而 线 良 的 点 
中 有 时 2 个 。 3 个 甚至 4 个 映 为 正方 形 的 一 个 点 ， 这 是 当然 
的 ,如 果 若 不 是 那样 ， 就 是 说 , 若 1 是 双 射 而 且 是 连续 的 那 
么 因为 了 是 紧 臻 的， 是 豪 斯 道夫 的， 所 以 根据 定理 ， 了 和 
下 是 局 胚 的 。 如 果 是 这 样 ,那么 拓扑 学 也 就 什么 也 不 是 了 ， 

由 图 8-22 可 知 ， 庆 7 一 已 也 可 用 天 7 一 (三 角形 ) 来 表 
示 。 这 样 做 也 许 还 简单 些 , 

若 这 样 继续 下 去 、 对 于 任何 * 都 能 够 作出 连续 满 映 射 天 
1 > 1"， 由 于 这 样 的 原因 ,所 以 就 :7 一 X 的 连续 映射 来 说 ， 
如 在 弧 状 连通 时 讨论 的 那样 ,一 般 地 ,了 ) 不 是 简单 曲线 ， 显 
然 , 那里 的 讨论 是 正确 的 , 由 此 可 见 研 究 维 数 是 十 分 必要 的 。 
但 在 此 顺便 提 一 下 ,一 般 地 ,线段 了 的 连续 象 所 成 的 空间 叫做 
皮 亚 诺 空间 ， 实际 上 , 空间 X 是 皮 亚 诺 空 间 的 充分 必要 条 件 
是 ,X 是 非 空 紧 政 连 通 的 局 部 连通 的 可 度量 空间 。 

维 数 的 定义 有 各 种 各 样 的 ， 在 此 我 们 讨论 使 用 开 覆 盖 的 
勤 册 阁 〈(H. Lebesgue) 维 数 。 设 拓 扑 空间 是 豪 斯 道夫 的 正 
则 的 ， 当 已 给 X 的 任意 有 限 开 蓝 盖 G1,.… ,Gs 时 ,各 元 Hi 含 
于 6; 且 任意 4 十 2 个 Hi 不 具有 共同 点 的 开 村 盖 昌 ,…, 已， 
存在 时 , 就 认为 dmX 所 x。 就 是 说 ,XX 的 维 数 不 超 过 w。 而 
且 , 当 dimX 所 4, 而 不 是 dimX 所 # 一 1 时, X 的 维 数 是 2 
并 且 规 定 dimX 一 *。 维 数 选 出 乎 想象 之 外 的 微妙 的 一 种 籽 
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念 。 对 于 任 条 #, 使 imX 生 = 都 不 成 立时 ,就 说 X 的 维 数 是 
无 限 的 。 

现在 ,我 们 取 R。 对 于 实数 直线 的 有 限 开 覆 盖 {Gi}， 开 
集 的 基 是 开 区 泣 ， 它 们 中 间 任 意 (2 十 1) 一 2 个 不 具有 共同 
点 者 不 能 构 盖 R, 而 任意 ”十 2 一 3 个 没有 共同 点 者 能 够 覆 
盖 民 ,所 以 推测 不 是 dimR 过 0， 入 是 dmR 二 1。 对 这 一 推 
测 可 确切 地 表示 出 来 。 就 是 说 , dimR 一 1。 于 是 , 就 度量 空 
间 X,Y 来 说 ,因为 积 定理 

dim(X Xx Y) < diimX + dmY 

成 立 , 所 以 dimR: 一 2, dimR? 一 3,…, 一般 地 , jimR” 一 7， 


m ® 

‘ [4 四 . | 
人 
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图 8-23 


dimR: 生 2， 而 不 是 dimR? < 和 1， 它 的 意义 是 ,大致 象 图 
8-23 那样 ,平面 被 小 圆 盘 发 盖 。 这 一 问题 车 详细 来 说 是 相当 
麻烦 的 ,所 以 从 略 . 但 是 下 面 的 事实 成 立 . 

着 R" 的 开 集 4 和 另 一 集合 BCR" 问 古 , 则 号 也 是 开 集 - 
利用 这 一 结果 可 以 证 明 , 对 于 R” 和 R", 当 m 去 # 时 ,它们 不 
同 胚 。 

还 有 如 下 定理 

嵌入 定理 维 可 分 的 度量 空间 是 可 嵌入 到 2 十 1 维 
次 几 星 得 空间 的 子 空间 。 

* 


另外 ,下 面 的 更 一 般 的 定理 也 成 立 . 

定理 ”正则 的 具有 可 数 基 的 拓扑 空间 可 嵌入 希 尔 伯 特 方 
体 Jm 作为 它 的 子 空间 。 

到 此 为 止 ,在 这 本 节 中 ， 我 们 考虑 的 几乎 所 有 集合 ,如 度 
量 空间 R", B", 5" 等 (由 三 点 构成 的 拓 扩 空间 不 在 内 )， 因 为 
它们 都 是 希 尔 伯 特 方 体 ze 的 子 空 间 。 所 以 我 们 通常 所 播 绘 
的 空间 都 可 用 不 考虑 基数 拘 而 取 充 分 大 = 的 ” 维 立 方 体 
一 一 欧 几 里 得 空间 R" 的 子 空间 表示 出 来 . 

到 此 为 止 ,我 们 做 了 很 大 的 努力 ,把 数 的 概念 扩充 到 一 般 


图 8-24 


的 事物 的 汇集 一 一 集合 ,把 数 学 作为 数 以 外 的 事物 来 对 待 .在 
此 我 们 得 到 结论 ,一般 来 说 ,如 果 把 元 素 君 做 几何 学 的 点 ( 即 ， 
若是 用 点 米 代 表 元 素 ) 那 么 我 们 所 考虑 的 集合 (拓扑 空 间 ) 从 几 
何 学 的 角度 就 可 看 做 维 数 充分 大 的 欧 几 里 得 空间 的 子 空间 ， 

我 们 已 知 , 欧 几 里 得 空间 可 用 实数 组 来 表示 ,能够 在 其 中 
进行 数 的 计算 。 如 果 我 们 回顾 一 下 我 们 所 作 的 努力 , 我 们 能 
够 抓 住 以 事物 的 汇集 作为 空间 这 一 点 ,那么 它 就 是 R" 的 一 部 
分 ,就 是 数 的 计算 对 象 。 如 果 对 象 是 数组 那么 传统 的 古典 分 
本 学 就 能 够 发 挥 作用 ， 归 根 到 底 事物 的 汇集 的 性 质 是 可 用 数 
学 方法 来 处 理 的 。 
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第 九 章 流 形 


$1 流 形 


在 第 六 章 中 , 我 们 介绍 了 拓扑 空间 。 然后 在 第 八 章 中 讨 
论 了 打 扑 空间 的 有 关 拓扑 性 质 ， 其 中 一 个 重要 性 质 是 用 同 是 
对 拓扑 空间 进行 分 类 , 也 就 是 找 出 所 有 的 等 价 类 问题 ， 就 是 
说 ， 我 们 考虑 把 折 扑 空间 的 所 有 等 价 类 一 个 不 漏 的 全 部 确定 
下 来 。 

在 任意 集合 XX 中 存在 满足 公理 1 一 5( 第 六 章 $ 1) 被 称 为 
拓扑 的 子 集 族 ， 拓 扑 空 间 是 由 这 个 子 集 族 入 构成 的 对 所 确 
定 的 。 所 以 , 对 于 任意 集合 都 可 根据 适当 选择 的 拓扑 作成 拓 
站 空间 我 们 可 能 认为 所 有 的 集合 ,在 这 种 意义 下 (不 考 周 它 
的 数学 意义 和 应 用 ) 都 能 成 为 拓扑 空间 ,而 且 用 局 胚 把 它们 分 
类 ， 如 果 能 够 这 样 做 那 是 好 极 了 ， 但 这 并 不 是 那么 容易 的 事 
铺 。 在 数学 以 及 科学 当中 表现 出 来 的 拓扑 空间 , 起 重要 作用 
的 是 流 形 。 因 此 ,我 们 首先 讨论 用 同 胚 对 流 形 进行 分 类 问题 . 
关于 一 般 维 数 的 问题 将 在 后 面 讨论 ， 现 在 让 我 们 首先 从 流 形 
的 直观 的 能 够 看 得 见 的 情形 谈 起 ， 我 们 来 考虑 ,在 我 们 面前 
的 铝 笔 ,咖啡 杯 或 者 饼干 轿 等 各 种 物体 的 表面 。 实 际 上 ,这 些 
表面 都 是 二 维 流 形 或 叫做 曲面 的 拓扑 空间 .我 们 现在 来 研究 ， 
在 一 般 的 拓扑 空间 中 , 曲 闸 具有 怎样 的 特别 构造 。 例 如 ,我 们 
来 观察 球面 炸 面 图 的 表面 一 一 环 面 。 假定 在 它 上 面 有 一 个 
小 虫 。 象 在 第 一 章 (拓扑 学 的 进展 ) 中 已 讨论 的 那 樟 , 如 果 这 
个 小 虫 有 一 驱 很 近视 的 眼 膊 ,那么 小 虫 能 够 看 色 的 球面 部 分 。 
就 象 稍 有 弯曲 的 圆 盘 那样 。 同样 地 , 在 环 面 上 的 小 虫 所 网 儿 
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图 9-1 


的 和 在 球面 上 所 见 到 的 没什么 不 同 。 可 以 想象 , 小 虫 在 两 种 
情况 下 所 看 到 的 ， 都 是 以 平面 的 某 点 为 中 心 以 1 为 半径 的 开 
图 盘 同 胚 的 景象。 从 这 一 事实 来 说 , 曲面 或 二 维 流 形 是 具有 
如 下 条 件 的 拓扑 空间 : 在 它 的 任意 点 都 有 和 开 贺 盘 同 胚 的 邻 
域 。 如 果 把 这 一 问题 用 一 般 维 数 确切 地 说 , 则 如 下 : 

所 谓 ” 维 流 形 , 它 是 可 分 的 度量 空间 ,并 且 它 的 任意 点 = 
都 有 邻 域 同 胚 于 = 维 开 球 08" 一 {z*je(o,z) < 11 的 拓扑 空 
闻 ，n 维 流 形 有 时 也 简称 为 4- 流 形 ， 一 般 地 ， 取 流 形 《mani- 
fold) 的 第 一 个 字母 ,用 M" 或 MM 表示 。 

首先 , 说 明 一 个 需 注 意 的 问题 。 设 * 是 »- 流 形 M ”的 任 
意 一 点 ,为 > 的 任意 开 邻 域 . 因为 M?* 是 二 - 流 形 * 所 以 可 以 
取得 和 0B" 同 肽 的 开 邻 域 U。 参 照 图 9-2 可 知 , VNU 是 含 
有 点 * 的 M" 的 开 集 且 含 于 U。 设 从 08” 到 U 的 同 胚 映射 为 
大 DB 一口 。 在 此 为 了 简单 。 设 08" 的 中 心 " 由 了 碳 为 x， 
即 蕊 o) 一 *>。 于是, 广 (FnD) 是 08" 的 开 集 而 且 含 有 点 "。 
因为 广 (7In DZ) 是 开 集 , 所 以 能 在 广 (F OZ) 中 取 到 小 的 * 
维 开 球 088.。 因此 万 088) 一 Uo 是 含有 点 * 的 合 于 VNU 
的 M" 的 开 集 ,也 就 是 * 的 开 邻 域 ， 由 此 可 知 , 所 亩 M" 是 a- 
流 形 ,也 可 如 下 定义 : M" 是 这 样 的 一 个 拓 提 空间 , 它 是 一 个 
豪 斯 道夫 空间 ,而 且 在 它 的 各 点 * 著 取 开 令 域 吕 , 则 能 取 到 合 
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图 9-3 


于 UU 而 同 胚 于 ” 维 开 球 的 开 邻 域 Uo。 

我 们 来 讨论 一 个 例子 。 对 于 ” 维 欧 几 里 得 空间 R”, 因为 
以 它 的 各 点 为 中 心 能 够 作出 = 维 开 球 ， 所 以 R* 本 身 是 * 维 
流 形 。 但 R" 不 是 紧 致 流 形 。= 维 球面 9" 在 R"* 中 总 以 

S" = {x€ R"tilp(o, zt) 一 1 
定义 的 , 它 也 是 二 维 流 形 。 例 如 我 们 考虑 z= 一 2 的 情形 ,如 图 
9-3 那样 , 取 一 点 (1,0,0)。 若 把 一 0 定 为 赤道 平面 , 则 8 
被 分 为 北半球 面 和 南半球 面 。 如 在 第 八 章 中 那样 , 我 们 来 考 
处 北 半 开 球面 ， 从 这 个 北 半 开 球面 二 向 赤道 平面 作 正 射影 
于 是 由 图 可 知 , 正 射影 使 不 和 0 屯 "成 为 同 胚 的 。 就 是 说 , 北 
榴 (1,0,0) 是 以 和 0B? 同 王 的 开 作为 邻 域 ， 进 而 ,对 于 全 的 
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任意 点 ?了 来 说 ,如 图 那 祥 ， 绕 球面 的 固定 中 心 任 旋转。 可 使 ? 
与 北极 重合 。 正如 刚才 考察 的 那样 ,对 于 北 级 来 说 是 存在 所 
要 求 的 邻 域 的 ， 因 此 对 这 个 邻 域 好 果实 行 一 次 由 > 到 北极 的 
旋转 的 逆序 转 , 则 该 邻 域 就 成 为 各 O08 同 胚 的 y 的 邻 域 。 类 
似 地 考虑 ,* 维 球面 8” 是 #- 流 形 ， 同 样 考 虑 可 知 , 环 面 是 2- 
流 形 (一 曲面 )。 而 且 它们 都 是 紧 致 流 形 (因为 它们 都 是 可 分 
度量 空间 R" 的 子 空间 ， 所 以 它们 本 身 是 可 分 的 度量 空间 )， 

其 次 ,我 们 来 讨论 融 盘 ， 对 于 圆 盘 来 说 ,根据 点 的 取 法 不 
同 , 它 的 邻 域 的 形状 是 不 一 祥 的 。 在 图 9-4 中 ,点 * 和 在 平面 
时 相同 ， 它 具有 和 开 再 盘 08? 同 胚 的 令 域 , 但 点 5 的 邻 域 不 
是 开 网 盘 , 而 是 叫做 半 - 开 圆 盘 的 空间 , 

一 般 地 ,在 * 维 欧 几 里 得 空间 RK" 中 ,让 


们 天 = 兴 - 开 芭 同 (汉王 一 闭 - 开 区 间 (天 = 学 - 开 球 
图 9-5 
45 


Hr={z= (ns ,xs)|plo, x+) < 1, x > 0} 
确定 的 子 空间 叫做 * 维 半 - 开 球 ， 当 7 一 工时 ,如 图 9-5 中 的 
(i 当 mn 一 2 时 ,如 图 (iD; 当 = 一 3 时 ,如 图 (得 ) 那样 ， 象 
图 9-4 中 点 那样 的 点 吗 做 边缘 点 .这 种 点 的 集合 是 贺 盘 局 
围 的 圆周 。 在 这 种 意义 下 ， 匮 盘 不 是 我 们 在 前 边 所 定义 的 流 
形 ， 但 对 这 类 问题 可 定义 如 下 概念 。 

所 谓 带 边 的 ”~ 流 形 , 就 是 可 分 度量 空间 的 任意 点 * 都 有 
邻 域 和 ? 维 开 球 08” 或 了 维 洲 - 开 球 于 同 胚 的 拓扑 空间 。 
(和 前 边 同样 , 对 于 点 < 的 任意 开 邻 域 , 具有 含有 V 的 和 * 
维 半 - 开 球 同 是 的 * 邻 域 .) 具有 和 =- 开 球 同 胚 邻 域 的 点 叫做 
内 点 ,具有 和 x- 半 - 开 球 H? 同上 胚 领域 的 点 叫做 边 绿 点 ， 边缘 
点 的 集合 叫做 该 流 形 的 边缘 。 内 点 的 集合 叫做 内 部 。 因此 ， 
留 盘 是 以 男 局 为 边缘 的 带 边 的 2- 流 形 ( 带 边 曲面 ). 

带 边 流 形 ,可 从 无 边缘 流 形 中 去 掉 某 一 开 集 而 得 到 。 

圆 盘 就 是 从 球面 去 掉 一 个 开 贺 盘 而 得 到 的 。 图 9-6 就 是 
从 球面 去 掉 互 不 相交 的 四 个 开 圆 盘 〈 或 从 圆 盘 去 掉 三 个 开 贺 
盘 ) 而 得 到 的 带 边 曲 面 ,作为 空间 它 是 紧 致 的 , 

图 9-7 是 由 无 限 延展 的 四 根 导管 合 起 来 构成 的 非 紧 致 曲 
面 ,从 中 去 掉 两 个 开 圆 盘 就 得 到 了 非 紧 致 的 带 边 曲面 。 
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特别 是 ,把 无 边缘 紧 致 流 形 叫做 闭 流 形 , 如 果 是 地面 时 ,就 叫 
闭 曲面 . 
现在 , 我 们 来 考虑 各 种 #- 流 形 M" 的 任意 开 集 U, 品 的 
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相对 拓扑 是 MH” 的 开 集 了 第 了 的 交集 了 人 性， 它 仍 然 是 M* 
的 开 集 ， 从 而 ,对 于 VNU 的 任意 点 x, 总 能 找到 和 08" 同 胚 
购 开 邻 域 UCVNAU。 因 为 UU 是 可 分 度 最 空间 M" 的 子 空间， 
所 以 它 本 身 也 是 度 最 空间 , 于 是 是 #- 流 形 , 

特别 是 , 当 如 是 弧 状 连通 时 , #- 流 形 品 叫做 M* 的 区 域 。 
它 和 映射 的 定义 域 是 同一 个 词 ,容易 混同 ,读者 应 注意 不 要 弄 
错 . 


$2 不 可 定向 流 形 


拓扑 空间 特别 是 限于 流 形 来 说 ， 在 拓扑 学 的 意义 下 流 形 
能 有 多 少 种 昵 ? 如 何 把 项 面 分 为 各 种 类 型 呢 , 现在 我 们 来 研 
究 这 些 问题 。 

作为 问题 ,还 有 一 点 是 不 好 理解 的 , 那 就 是 大 家 熟知 的 卖 
比 乌 斯 (Mibius) 带 。 如 图 9-9 (ii) 所 改 示 的 ， 它 具有 -一 种 奇 
异 的 性 质 : 当 我 们 治 着 中 心 线 剪 裁 时 实际 上 变 成 了 没有 和 剪 开 
的 与 原来 周 祥 形状 的 细 长 带子 。 现在 , 我 们 就 来 研究 这 个 曲 
面 的 性 质 . 

9-9 的 G), (ii 分 蓝 是 圆柱 和 麦 比 乌 斯 带 。 它 们 都 是 
带 边 曲面 ,而 且 都 是 把 所 形 的 一 对 对 边 贴 合 起 来 作成 的 ,正如 
太 家 所 知 , 对 柱 面 来 说 ,只 要 把 矩形 的 一 对 对 边 照 原样 贴 合 起 
来 即 可 .但 是 对 者 比 乌 斯 带 来 说 ,需要 把 矩形 扭转 (扭转 一 次 ， 
即 1807) 层 贴 合 才 成 。 我 们 来 观察 赋予 方向 的 小 圆周 治 着 两 
个 曲面 上 的 各 名 中 心 线 的 三 周 (在 图 9-10 中 分 别 由 线段 BB' 
贴 合 两 个 端点 3 与 B' 形成 的 甸 局 ) 绕 行 一 读 的 情况 .在 圆柱 
的 情形 , 绕 行 一 周 后 , 小 辑 的 方向 和 原来 将 局 的 方向 一 致 , 而 
在 麦 比 乌 斯 带 的 情形 ,如 图 那样 ,与 原来 方向 相反 ， 

和 象 麦 比 岛 斯 带 的 中 心 贺 局 那 祥 ， 带 有 方向 的 小 圆周 沿 着 
它 绕 行 一 四 加 到 康 来 位 置 时 。 小 贺 周 的 方向 和 涯 来 的 方向 可 
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-一 cr C ms 
,| rn 二 全 
{1) di 人 G)》 使 4 与 4 ,6 与 B,C 与 C* 


在 扭转 180* 后 贴 合 起 来 
图 9-10 


反 的 闭路 叫做 不 可 定向 的 。 与 此 相反 , 象 圆柱 的 中 心 圆周 那 
样 。 带 有 方向 的 小 圆周 沿 着 它 绕 行 一 周 回 到 原来 位 置 时 ， 小 
阅 的 方向 与 原来 的 方向 一 致 的 闭路 (圆周 ) 叫 做 可 定向 的 而 
且 ， 任何 闭路 都 是 可 定向 的 曲面 叫做 可 定 访 的 。 至 少 有 一 个 
不 可 定向 闭路 的 曲面 叫做 不 可 定向 的 。 也 就 是 ,圆柱 \ 球 面 以 
及 环 面 是 可 定向 曲面 ,但 麦 比 乌 斯 带 是 不 可 定向 曲面 . 

就 一 般 的 2- 流 形 M" 来 说 ,可 用 带 有 方向 的 小 (n 一 1) 维 
球面 代替 带 有 方向 的 小 圆周 。 现在 我 们 来 研究 M” 中 的 六 
路 ， 因为 M "的 各 点 具有 和 = 维 开 球 同 胚 的 邻 域 , 所 以 在 闭 
路 各 点 的 充分 小 (n 一 1) 维 球面 可 看 做 在 和 x 维 开 球 同 胚 的 
邻 域 之 中 。 如 果 M" 是 曲面 时 ,那么 充分 小 的 〈* 一 1) 维 球 
面 就 是 小 画 周 。 对 于 小 贺 思 是 用 箭头 定向 的 ,现在 对 于 一 般 
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纺 数 的 球面 给 与 如 下 定向 。 如 在 球面 上 取 一 点 ?， 考 虚 它 各 
开 圆 盘 同 胚 的 邻 域 , 就 象 在 严 中 那样 , 以 为 原点 兢 定 如 图 
那样 的 坐标 系 0(z, ?)。 然后 , 根据 坐标 系 是 右手 系 述 是 左 
手 系 来 确定 球面 是 正 向 还 是 负 向 。 于 是 , 让 如 此 定 铅 的 (7 一 
1) 维 球面 沿 M* 的 闭 咯 转动 一 周 回 到 原来 位 置 ， 这 时 若 与 原 
来 方向 一 致 , 则 它 的 闭路 是 可 定向 的 ,如 果 和 相反 , 则 闭路 是 不 
可 定向 的 。 而 且 和 曲面 的 情形 相同 ,我 们 规定 ,任何 闭路 都 可 
定向 的 M" 是 可 定向 流 形 ， 有 一 闭路 不 可 定向 的 M" 是 不 可 
定向 流 形 ; 


图 9-11 图 9-12 


这 样 一 来 , 流 形 一 般 可 分 为 两 种 类 型 

我 们 已 知 , 卖 比 乌 斯 带 是 带 边 的 曲面 下 面 我 们 来 研究 作 
为 不 带 边 的 不 可 定向 曲面 的 代表 的 射影 平面 ， 在 平面 射影 也 
何 中 ,和 欧 几 里 得 几何 相同 。 也 是 研究 平面 图 形 . 但 在 射影 几 
何 中 的 平面 并 不 是 欧 几 里 得 2 维 空间 R, 而 是 象 下 面 那 伴 的 
叫做 射影 平面 的 曲面 马 , 它 和 R* 具有 完全 不 同 的 拓扑 性 质 . 
射影 平面 的 点 通常 用 齐 次 坐标 (za， 罗 》 表示 。 所 谓 齐 次 从 
标 ， 和 R* 的 直角 坐标 不 同 ,各 立 至 少 有 一 个 不 为 零 的 实数 ， 
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而且 存在 非 零 的 实数 1 使 得 天 一 4x;(i 一 1，2，3) 的 坐标 


《 


《 


的 点 ， 因 而， 射影 平面 忆 可 
为 点 的 空间 。 已 的 点 的 领域 
藻 规定 为 含有 该 直线 的 R! 的 
线 的 集合 , 它 是 拓扑 空间 . 

著 取 以 原点 为 中 心 任意 
线 如 图 那样 和 球面 交 于 点 (x 


和 (xis x x3) 表示 
zs z) 看 做 普通 欧 几 里 得 空间 R* 的 直角 坐标 系 点 的 坐标 , 则 
ia XY) 与 【为 ， 为 ，)) 是 射影 于 
中 点 《xs zs 为) 与 (7。 轧 93) 是 通过 坐标 原点 的 同一 直线 上 


一 点 ， 若 把 齐 次 坐标 (my 


局 


F 面 PP 上 的 同一 点 ,而 在 R 


以 看 做 把 通过 R 原点 的 直线 作 
也 就 是 通过 原点 的 直线 的 邻 域 ， 
一 开 集 , 则 P 作 为 通过 原点 的 直 


EE 径 的 球面 ??， 则 通过 原点 的 直 
yz zs) 以 及 它 的 对 经 点 (一 坟 ， 


一 2; 一)。 就 是 说 、P 的 一 点 可 用 5 的 一 对 对 径 点 表示 ， 归 
纳 上 述 讨论 。 可 给 予 下列 定 义 . 若 把 R 的 球面 8 的 所 有 对 径 
点 对 各 看 做 一 个 点 , 则 击 8 得 到 的 商 空间 叫做 射影 平面 ， 并 


用 已 表示 . 


一 般 来 说 , 若 抬 5" 的 每 一 
得 到 的 商 空 词 叫做 ” 维 射影 空间 , 寺 


若 把 用 ,入 
为 两 个 半球 面 。 而且 ， 不 在 了 


面 (xs 


也 被 分 为 两 个 部 分 ， 它 与 球面 交 成 的 对 径 点 ， 一 个 在 北 


对 对 径 点 看 做 一 个 点 ， 则 上 
用 P 表示 . 
一 0) 来 截 , 则 中 被 它 的 未 道 截 


Bs" 


F 面 zs 一 0 上 的 通过 原点 的 直线 


球 


上 ， 另 一 个 在 南半球 上 ， 在 平面 m 一 0 上 的 通过 原点 的 直线 


的 对 径 点 显然 在 5 的 珍品 赤道 


球 和 赤道 面 的 北半球 没 为 尺 ， 


及 


周 上 . 落 把 从 8 去 掉 南 
则 情 可 以 看 作 只 是 


Ko= {Cn 十 十 之 0} 


的 边缘 赤道 
影 使 北 
对 应 , 则 这 个 正 射 影 是 拓扑 映 
的 圆 盘 好 同 


周 的 对 径 点 各 作为 一 个 点 的 商 空间 着 用 正身 
E 球 上 的 点 (zs; 加) 与 赤道 面 上 的 点 Cx, za。 0) 相 


射 ,而 且 天 和 以 赤道 贺 周 为 边缘 


还 。 因 此, 严 也 是 由 贺 盘 
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图 9-14 
B= {Cn x)|e ta 人 el} 
把 它 的 边缘 圆 局 上 的 对 径 点 各 看 做 一 个 点 的 商 空间 。 因 为 贺 
盘 和 正方 形 是 同 胚 的 , 所 以 巴 就 是 由 正方 形 的 对 边 按 箭头 方 
向 一 致 把 。 与 e。“ 与 清和 迭 合 所 产生 的 商 空间 . 当 考 虑 此 正方 
形 内 图 9-14 中 用 阴影 表示 的 竺 形 时 ， 把 它 的 纵向 对 边 4BC 
和 4'B'C' 奖 合 ,因为 它 的 横向 对 边 C4 和 4C" 在 正方 形 内 ， 
所 以 在 作成 马 时 不 能 迭 合 。 就 是 说 ,在 P 中 ,和 矩形 4C4'C' 是 
丙 比 乌 斯 带 ， 从 而 它 的 中 心 线 (虚线 ) 作 成 的 圆周 是 不 可 定向 
的 道路 ， 因 此 ， 忆 是 不 可 定向 的 。 这 里 需要 注意 , 从 射影 平 
面 去 掉 麦 比 乌 斯 带 的 剩余 部 分 , 象 图 9-15 那 祥 是 四 边 形 , 在 
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9-15 


它 的 边 中 没有 什么 迁 合 的 条 件 , 从 而 它 是 开 圆 盘 ， 由 此 可 知 ， 
把 麦 比 乌 斯 带 的 边缘 和 贺 盘 的 边 绿 迭 合 的 商 空间 就 是 P'。 

作为 理论 将 在 后 边 讨 论 , 但 是 现在 已 知 巴 是 没有 边缘 的 
曲面 ,如 在 图 9-14(i) 中 , 按 定义 疡 的 任何 点 都 具有 同 胚 的 邻 
域 。 这 是 因为 对 内 点 来 说 , 如 图 的 中 心 点 确实 满足 曲面 的 条 
件 ， 对 图 的 边缘 上 的 点 来 说 , 在 巴 中 的 领域 是 把 被 圆 辕 分 开 
的 两 个 小 开 辆 盘 的 直径 迭 合 的 空间 ,就 是 说 它 也 确 是 开 况 盘 ， 

不 可 定向 的 闭 曲面 还 有 个 例子 就 是 克 莱 菌 (Klein) 瓶 。 
克 莱 茵 瓶 可 如 下 定义 : 它 基 把 正方 形 的 对 边 如 图 那 祥 , 在 方 
向 一 致 的 条 件 下 , 4 和 s，2 和 5 迭 合 的 商 空 间 ， 这 类 的 射影 
平面 以 及 克 莱 菌 瓶 等 不 可 定向 的 闲 曲 洛 , 在 到 中 是 不 能 实现 
的 。 所 以 图 9-16 和 9-17 只 是 克 菜 菌 瓶 和 射影 平面 分 别人 在 
RR 的 一 种 图 示 。 图 中 的 粗 线 并 不 是 真正 的 交 线 ,实际 上 在 R' 
中 交 线 就 会 消失 . 
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这 个 问题 可 直观 地 说 明 如 下 .首先 在 平面 上 引 一 条 直线 

RR, 在 它 的 上 方 和 下 方 取 两 点 a 和 5 于是, 不论 怎样 连结 a， 
5 所 成 的 弧 ; 必 和 直线 至 少 有 一 个 交点 (图 9-18(i)》. 

可 是 ,如 果 把 平面 R* 放 入 Ri 中 来 考 吉 * 那 末 在 R! 中 ,如 
图 ( 训 那样, 就 能 够 连结 。, 5 与 不 相交 的 弧 ， 前 图 (i) 的 
交点 。 的 部 分 在 RF? 中 已 不 存在 ,而 出 现在 R? 中 . 

射影 平面 和 克 莱 茵 瓶 最 好 在 R' 中 讨论 。 它们 所 以 出 现 
自身 相交 ,是 因为 我 们 把 射影 平面 和 克 莱 菌 瓶 放 人 六 中 引起 
的 , 使 它们 自身 交 成 圆周 和 线 毁 。 这 一 点 如 象 弧 -上 点 “ 那样 
想法 ， 如 果 使 它们 不 在 R 而 在 R' 中 出 现 ， 正 象 在 平面 中 使 
% 2 两 点 连结 的 弧 在 R’ 中 不 相交 那 祥 ,自身 相交 的 问题 就 会 
消失 .遗憾 的 是 我 们 不 能 看 见 射影 平面 和 克 莱 茵 瓶 , 但 在 R' 
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图 9-18 


中 (也 就 是 嵌入 R') 是 能 够 看 到 它们 的 本 来 面貌 的 。 

类 似 射 影 平面 或 克 莱 菌 浇 这 样 的 流 形 ， 也 可 以 考虑 曲面 
以 外 的 一 般 + 维 流 形 。 特别 是 , ” 维 射 影 空 间 P", 当 ” 是 侦 
数 时 , 它 总 是 不 可 定向 流 形 。 

出 此 可 知 ， 被 认为 简单 的 流 形 也 显示 出 意料 之 外 的 复杂 
问题 ， 因 此 可 以 说 我 们 记 在 的 世界 的 确 是 一 个 充满 趣味 的 奇 
妙 的 世界 。 
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第 十 章 ” 闭 曲面 的 分 类 


我 们 已 知 ? 流 形 M "是 丰富 多 变 的 ,如 它 有 无 边界 ,是 否 紧 
致 ,是 可 定向 的 还 是 不 可 定向 的 等 等 ， 从 而 ,使 我 们 感到 流 形 
的 分 类 将 是 很 困难 的 ， 首先 ,让 我 们 从 一 1 开始 吧 ， 当 xz 一 1 
时 , 即 一 维 流 形 ,根据 它 的 定义 ,几乎 不 存在 不 可 定向 的 流 形 ， 


而 且 可 知 ,只 有 如 下 


种 . 


LR 


实效 直线 A NS 
开 区 间 (DW mm 2 
何 区 间 [4,0] Wb 
半 直 线 ME: mm ey 


区 闻 fa i. ,mi 3zxd 


天 边界 其 性 。 


于 过 外 1 非 项 加 
和 过 外， 非 % 下 
和 有 过 用 ,时 

有 过 第 ， 吕 要 胸 一 
边界 ， 阐 式 下 


实数 直线 R! 和 开 区 间 (a，&) 是 同 胚 的 ,而 半 直 线 和 区 间 
fo, 5) 显然 也 是 同 腑 的 。 因 为 一 维 流 形 的 所 有 情形 就 是 这 么 
多 , 所 以 下 面 我 们 来 讨论 4 二 2 的 曲面 的 情况 , 但 为 了 简单 


我 们 只 讨论 没有 边界 的 曲面 , 即 闭 曲面 。 


$1 标准 形 


闭 曲 而 有 很 多 种 , 象 我 们 讨论 过 的 球面 、 环 面 、 射 影 平面 、 
砍 菜 茵 瓶 等 ,从 拓扑 学 的 角度 来 看 ,它们 都 是 闭 曲 面 。 在 略 面 
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Mt 
Wm 

和 
Ne [4 


3 


3 
加 10-2 
分 类 的 时 候 ， 闭 曲面 的 标准 形 和 曲面 的 连通 和 的 福 念 痢 很 生 
要 ， 我 们 首先 来 讨论 标准 形 。 把 球面 ? 用 平面 沿 着 疼 中 的 
线 毁 4《( 由 4 到 中) 切 开 , 就 变 成 了 二 边 形 ， 即 球面 是 由 二 
边 形 把 它 的 两 个 边 按 图 10-1 稍 头 方向 一 致 选 合 起 来 的 商 空 
闻 。 这样 ,对 于 指出 其 边 迭 合 关系 的 多 和 角形, 渤 合 后 就 可 得 出 
原 曲 面 的 商 空间 时 , 多 角形 叫做 已 知 曲 面 的 多 边 形 衣 示 。 图 
10-2 也 是 8 的 多 边 形 表示 。 标准 形 的 和 迭 合 关系 可 用 有 序 记 
号 列表 示 , 作法 如 下 : 标准 形 的 边 从 某 点 开始 按 反 时 针 方向 
前 进 , 当 前 进 方向 与 箭头 方向 一 致 时 , 该 边 用 原 记 号 表示 , 当 
方向 相反 时 , 该 边 用 原 记 号 加 上 指数 “表示 , 当 绕 行 一 周 时 ， 
就 得 出 标准 形 的 有 序 记号 列 . 例如， 球面 的 情形 就 是 图 10-1 
中 的 se, 图 10-2 中 的 55 一。 显然 图 10-1 比较 简单 ， 
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图 10-4 


所 以 可 用 多 边 形 表 ee 作为 球面 的 标准 形 。 对 于 环 面 来 说 ， 
如 图 10-3 那样 , 用 平面 沿 着 交 于 一 点 。 的 两 个 区 局 切 开 , 就 
能 够 得 到 如 图 10-3 右边 那样 的 四 边 形 表示 cba -42 ， 这 就 
是 环 面 的 标准 形 。 射 影 平面 已 有 图 9-17 那样 的 四 边 形 表示 ， 
但 是 如 图 10-4 那 樟 的 二 边 形 表示 尤为 简单 ， 所 以 可 用 aa 作 
为 射影 平面 的 标准 形 。 


5 2 连通 和 


例如 ,我 们 考 碟 环 面 和 73. 在 好 和 字 上 分 别 取 圆 盘 

Di 和,. 圆 盘 的 这 界 为 图 周 , 设 它们 为 1 和. 若 从 Ti 各 

去 掉 D, 和 DP; 的 内 部 ， 就 能 够 得 到 分 别 以 caye* 为 边界 的 带 
.158 。 


洞 的 环 面 , 设 它们 为 TY 和 字 。 因为 7? 和 73 的 边界 分 别 
是 圆周 c，c， 所 以 可 看 做 把 < 映 为 c: 的 同 胚 映射 4:c: 一 
2 于 是 ,所 谓 3 和 下 的 连通 和 ,就 是 在 5 之 下 抬 到 和 至 
的 a 和 ”= 选 合 起 来 记得 到 的 商 空间 ， 并 用 记号 好 井 开 表 
示 ， 这 个 问题 直观 地 来 说 , 就 是 在 R? 中 考虑 两 个 互 不 相交 
的 环 面 石和 到 , 从 它们 各 去 掉 一 个 开关 盘 ,然后 把 它们 的 边 
界 c, 和 < 用 导管 连结 起 来 也 就 是 ,两 个 带 洞 的 炸 面 疼 的 表 
面 是 Ti 非 7 


图 10-5 


在 这 里 ,要 所 到 一 件 麻烦 的 事 ,就 是 根据 贺 盘 D, 和 也 ;的 
选 法 以 及 同 肘 映射 的 取 法 可 能 得 到 其 它 的 连通 和 ， 而 且 应 该 
证 明 从 拓扑 学 的 角度 它们 都 是 相同 的 ,都 是 同 胚 的 闭 曲面 .但 
是 ,这 是 技术 性 很 强 的 问题 ,所 以 格 去 对 它们 的 严密 证 明 。 我 
们 已 如 上 确定 两 个 环 面 的 连通 和 ,但 这 不 限于 环 面 ， 一 般 地 ， 
对 于 两 个 闭 曲 面 F,，F, 同 禅 可 以 确定 它们 的 连通 和 F， 非 
Fi， 它 仍然 是 一 个 闭 曲 面 . 
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图 10-7 


若 作出 质 个 环 面 T,、T， 连通 和 的 多 边 形 表示 ， 就 象 图 
10-6, 10~7 那样 。 

同 祥 , 若 作出 两 个 射影 平面 如 , 声 的 连通 和 下 划 肪 ， 就 得 
到 图 10-9 那样 的 标准 形 . 

由 上 述 例子 可 知 ,一 般 地 ,*# 个 (x 之 1) 环 面 的 连通 和 是 
具有 远 合 关系 的 4n 边 形 

GsbyaT' biabyaz bit * aobaan bes 

4 个 身影 平 盛 的 连通 各 是 具有 先 合 关系 的 2x 边 形 
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G10202° ~ * GnGa, 
根据 连通 和 的 这 样 运算 ,能 够 得 到 许多 闭 曲 
有 的 闭 曲 面 都 是 这 样 连 接 而 成 的 。 就 是 说 , 下 面 的 曲面 拓扑 


学 的 主要 定理 是 成 立 的 。 


面 ,实际 上 所 


闭 曲 面 的 分 类 定理 -任何 一 个 闭 曲 面 必 和 球 画 、*# 个 


EF 面 的 连通 和 


(Ce 守 1) 环 面 的 连通 和 以 及 = 个 (a 宇 1) 射影 


5 


之 一 同 胚 。 

屠 曲 夯 的 分 类 定理 玉 球面 ，” 个 (* 之 1) 环 面 的 连通 
和 ,4 个 (# 尖 1 射影 平面 的 连通 和 ,在 拓扑 学 的 意义 下 ,它们 
是 相互 不 同 的 闭 册 面 . 

如 何 证 明 这 些 分 类 定理 ,在 讨论 之 前 ,需要 稍 做 准备 。 


$3 闭 曲 面 的 三 角 部分 

闭 曲 面 就 是 把 一 个 多 边 形 的 适当 对 边 迭 合 起 来 所 得 到 的 
商 空间 。 也 就 是 , 一 个 闲 曲 面 , 可 以 把 它 痢 分 成 若 于 三 角形 。 
这 时 ,三 角形 的 边 也 可 以 是 曲线 段 , 三 角形 本 身 也 可 以 是 弯曲 
的 面 ,但 其 中 两 个 三 角形 ,或 者 不 相交 ,或 者 只 有 一 个 顶点 ,或 
者 只 有 一 条 边 与 另 一 个 相交 。 因而 ,不 容许 象 图 10-10 那样 
的 交 法 . 


A 2 ET od 
图 10-10 
确切 地 说 ,所 谓 闭 曲 面 下 的 三 角 部 分 ,是 指 和 三 边 形 同 有 
的 有 限 集 族 Tis 即 
K ~ {Ts, Ti+, Te}, 
而 且 
UiTi= FP. 


另外 ,因为 各 Ti 是 和 三 边 形 同 凸 的 ,所 以 都 有 三 个 顶点 。 
三 条 边 。 但 对 于 和 任何 三 边 形 Zi, Ti 来 说 ,或 者 TiNTj 是 弛 ， 
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或 者 有 -个 公共 点 :或 者 有 一 条 公共 边 。 总 之 ,可 说 明 如 下 。 
闭 虑 电 的 三 角 剖 分 定 副 于 年 意 闭 曲 面 总 能 三 角 齐 分， 

定理 是 在 1925 年 ,首先 击 工 - 拉 多 《Rnda) 给 出 严格 

带 边 的 或 不 带 远 的 ?曲面 \, 开 曲面 ,类 似 的 定理 


根据 三 角 襄 分 定理 , 闭 翰 面 可 以 切割 成 有 限 个 三 边 形 , 反 
过 来 说 * 染 曲 面 也 可 看 做 得 撕 环 游戏 那样 由 这 些 三 边 形 组 合 
而 减 的 。 陆 曲面 的 三 角 神 分 ,如 果 指 出 它 的 各 三 边 洒 的 顶点 ， 
就 完全 确定 了 . 

图 10-11Qi) 是 表示 球面 8 三 角 剖 分 的 例子 。 这 个 剖 分 
是 利用 $ 和 四 面体 同 胚 作成 的 ,所 以 它 二 由 四 个 三 边 形 123，> 
134, 142,234, 构成 的 。 

图 10-11(ii) 是 射影 平面 P 的 一 个 三 角 剖 分 ， 它 是 由 六 
个 顶点 和 下 列 10 个 三 边 形 构成 的 : 
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“124, 245, 235, 351, 156, 162, 263, 364, 341, 456.《 需 

要 注意 ,对 径 点 是 同一 顶点 , 圆 盘 边 弄 上 的 边 都 要 途 合 起 来 .) 

图 10-11( 土 ) 是 环 面 的 一 个 三 角 剖 分 ， 它 是 由 9 个 顶点 
和 下 列 18 个 三 边 形 构成 的 : 

124, 245, 235, 356, 361, 164, 457, 578, 568, . 
689, 649, 497, 781, 812, 892, 923, 973, 731. 

由 上 述 简单 三 角 部 分 的 例子 ,可 猜想 到 下 列 定理 。 

剖 分 定理 了 ” 设 闭 曲面 的 任意 三 角 剖 分 为 K: 

《1) 任何 三 边 形 的 边 恰 好 都 是 天 的 某 两 个 三 边 形 的 边 3 

(2) 对 于 不 同 的 三 边 形 ,总 能 取 到 使 

PR 

而 且 ozn os 是 中 和 :的 公共 边 的 三 边 形 列 ; 

(3) ”对 于 任何 项 点 ” 都 能 够 作成 含有” 的 天 的 三 边 形 
Tu， Ti 7 To Ta 一 了 To， 而 Ti 和 Tit 有 一 个 公共 
边 。 

这 个 定理 可 根据 如 下 事实 证 明 : 曲面 上 的 点 不 论 是 三 
边 形 的 内 点 \. 边 上 的 点 \ 还 是 顶点 都 有 和 开 呆 盘 同 凸 的 邻 域 

对 于 闭 曲 面 , 当 给 与 它 一 个 三 角 剖 分 天 时 ,把 它 的 边 和 三 
边 形 剖 分 成 更 小 的 边 和 三 边 形 ， 就 能 够 得 到 另外 的 三 角 章 分 
(参照 图 10-12)。 
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一 般 地 ,对 于 一 个 闲 曲面 P。 当 给 出 它 两 个 三 角 剖 分 KK， 
工时 ,车 工 的 性 何 三 边 形 都 合 于 KK 的 某 三 边 形 , 则 称 工 为 的 
细 分 . 

关于 闲 曲 面 的 三 角 部 分 ， 被 称 为 基本 猜想 的 下 列 定理 是 
由 玉 . 斩 帕克 勒 科 波 洛斯 《Papakgriakopoulos》 给 予 证 明 的 。 

记分 定理 和 〈 基 本 猜想 定理 ) 如 设 闭 曲面 的 任意 两 
个 三 角 部 分 为 K, K;, 则 它们 存在 下 列 的 各 自 的 细 分 Lo 2. 

存在 双 射 二: 一 工 ， 使 工 .与 L; 之 一 的 三 边 形 ,包括 它 的 
边 和 顶点 在 内 ,分 别 与 男 一 三 边 形 以 及 它 的 边 和 顶点 相对 应 ， 
而 且 在 L, 中 的 任意 两 个 三 边 形 Ti 与 Tj 包括 边 和 顶点 在 内 
TIN 为 名， 在 工 中 与 之 对 应 的 两 个 三 边 形 包括 边 和 顶点 
在 内 也 为 纪 。 

也 就 是 ，L; 与 L; 有 相同 的 结构 , 这 时 把 三 角 剖 分 L: 与 
工 , 叫做 同 构 的 。 


5$4 欧 拉 示 性 数 


分 类 定理 I 只 好 制 爱 , 现 在 我 们 来 讨论 分 类 定理 I. 
根据 分 类 定理 I 已 知 , 闭 曲 面 或 者 是 球面 ,或 者 是 环 面 的 
连通 和 ,或 者 是 射影 平面 的 连通 和 ,但 是 它们 中 的 任何 一 种 与 
另 一 种 是 否 是 不 同 的 曲面 , 仍 有 疑问 。 为 了 知道 它们 在 拓扑 
学 意义 下 是 不 同 的 ,需要 确定 拓扑 空间 的 一 种 拓 盾 的 尺度 ,用 
这 种 尺度 来 测定 它们 是 不 同 的 。 这 种 拓扑 的 尺度 之 一 就 是 我 
们 在 这 里 变 讨 论 的 欧 拉 示 性 数 。 当 已 给 曲面 了 时 ,一 般 地 ,可 
取得 它 的 三 角 剖 分 K, 设 
v 一 的 顶点 个 数 ， 
。 一 的 边 的 个 数 、 
1 二 的 三 边 形 的 个 数 


时 , 则 
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图 10-43 


X(F)=v—e+f 

叫做 曲面 F 的 欧 拉 示 性 数 或 叫做 欧 拉 标 狼 . 

关于 球面 ?, 环 面 关 , 射影 平面 P, 若 用 图 10-13 那样 的 
三 角 剂 分 计算 ， 则 XC5?) 一 2,X《T?) 一 0,XCP) 一 1。 欧 拉 
示 性 数 ， 即 便 用 其 他 三 角 庆 分 时 。 它 的 数值 是 相同 的 。 就 是 
说 ， 对 于 细 分 ，X 是 不 变 的 ， 根 据 三 第 判 分 定理 项 , 对 于 任 
何 两 个 三 角 莽 分 来 说 ,总 存在 它们 的 三 边 彩 、 边 、 顶 点 的 个 数 
是 相同 的 (它们 的 对 应 是 保存 三 边 形 、 边 、 顶 点 连结 关系 的 一 
一 对 应 ) 细 分 ， 所 以 可 知 Xx 是 曲面 的 拓扑 狂 质 , 或 者 说 是 拓 
扑 不 变量 。 而 且 连 通 和 与 欧 拉 示 性 数 有 下 列 关系 。 当 Ri， F， 
是 闭 曲 而 时 , 则 有 

XCP 划 了 Pa) ~ XCF) 十 XCF2) 一 2 

这 个 等 式 由 下 述 事实 是 容易 明白 的 。 取 F,，F; 的 三 角 
着 分 K,, K,, 从 每 个 中 仅 取 一 个 三 边 形 m, o, 把 它们 去 掉 再 
做 连通 和 。 于 是 得 到 F, 井 Fs, 在 它 的 三 角 剖 分 中 ， 

, 莫 Fs 的 顶点 数 二 ,的 顶点 数 十 F; 的 顶点 数 一 3。 

F 间 FP 的 边 数 = 一 F, 的 边 数 十 F; 的 边 数 一 3， 

FF, 者 P: 的 三 边 形 数 一 F， 的 三 边 形 数 十 F 的 三 边 形 数 
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1 一 2 
若 利 用 上 述 公式 ,计算 各 
中 的 结果 . 


面 的 


闭 曲 面 


殉 拉 示 性 数 ,就 得 出 下 表 


欧 拉 示 性 数 


球 面 


# 个 (x 之 1) 环 面 的 连通 和 


m 个 (z3>1) 射 影 平面 的 连通 有 


bE: 


雪上 表 可 以 看 出 ， 当 M 可 定向 时 ，XCM) 是 2 或 2 一 


2z (x > 1), 而 它 的 所 有 值 都 是 不 


XM) 是 2 一 nln 之 1), 而 它 的 所 有 值 都 是 不 


由 此 可 得 如 下 结果 . 


的 ; 当 M 不 可 定向 时 ， 
的 。 


同 


闭 曲 面 的 分 类 定理 ICE 南 个 闭 
分 必要 条 件 是 ,它们 的 欧 拉 示 性 数 相 
都 是 不 可 定向 的 ， 因此 ,球面 .= 个 
?个 (4 之 1) 射影 平面 的 连通 和 ,在 : 
商 的 闭 曲 面 . 
非 球 画 的 闭 晶 区 下 是 # 个 (n 之 


面 F, 和 F; 同 胚 的 充 
等 ,而 且 都 是 可 定向 的 或 
x 之 1) 环 面 的 连通 和 、 
拓扑 学 的 意义 下 ,都 是 不 


让) 环 面 的 连通 和 ,或 者 是 


2 个 (> 之 1) 射影 平面 的 连通 和 。 不 论 哪 种 情况 ， 连 通 和 的 


个 数 都 叫做 该 曲面 的 亏 客 ， 


用 a(F) 表示 。 球面 的 气 格 约 


定 为 898) 一 0。 于 是 , 亏 格 和 欧 拉 示 人 性 数 有 下 列 关 系 。 


去 @ 一 芒 可 


4 上 一 和 不 
由 此 可 见 , 闭 曲面 或 者 是 可 定 
都 能 够 根据 它们 的 亏 格 进行 分 类 。 
分 类 定理 ,如 果 用 图 来 说 明 , 即 


[定向 的 情形 、 


可 定向 的 情形 ， 
高 的 ,或 者 是 不 可 定向 的 ， 
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Ppt PptPs 
辕 10-14 
在 我 们 面前 的 所 有 物体 的 表面 都 是 可 定向 的 昌 面 ， 若 从 曲面 
的 多 种 性 来 看 ,这 就 太 少 了 ， 其 原因 可 认为 有 两 种 。 第 一 是 ， 
这 样 的 曲面 是 同 胚 类 的 一 种 代表 ， 它 把 各 种 外 观 不 同形 状 的 
曲面 归 类 来 表示 。 例如, 射影 平面 己 和 环 面 7 的 连通 和 , 它 
是 代表 上 述 哪 一 种 曲面 呢 , 我 们 来 考虑 一 下 这 个 问题 。 肯定 
地 说 ， 严 厘 实 二 P 间 严 井 严 ， 也 就 是 , 在 一 般 情形 中 , 若 曲 
面 严 加 上 一 个 环 面 , 就 能 分 解 为 两 个 P。 丙 此, 如 上 述 分 类 
定理 那样 ,没有 把 严 和 7 混在 一 起 。 

现在 我 们 再 考虑 两 个 射影 平面 的 连通 和 ， 正 如 前 边 讨论 
的 那样 , 它 是 以 wascxa 为 标准 形 的 曲面 ,但 由 图 10-15 可 知 ， 


SLSRZ 


MA 


9 
Ny 

js A . 

paspt 让 东风 搞 赂 


图 10-15 


EP 六 P' 实际 上 是 克 莱 菌 瓶 Kx。 从 而 , 严 井 刀 一 已 林 巴 井 背 , 也 
可 表 为 户 莫 一 忆 间 K* 。 如 前 所 述 , 若 从 巴 去 樟 画 盘 就 成 
为 麦 比 乌 斯 带 . 如 果 麦 比 乌 斯 带 的 边界 回 周 与 T?,K? 去 掉 岗 
慢 的 边界 图 周 ( 如 图 ) 选 合 起 来 , 就 可 得 出 严 间 到 和 书 井 天。 
如 图 10-16 那样 ,暂且 把 7, 天 由 44 分 开 ,可 以 看 做 带 洞 
的 阅 柱 的 一 部 分 , 剩 下 的 部 分 依次 是 环 面 和 莞 莱 苦 瓶 。 带 洞 
的 圆柱 部 分 与 麦 比 乌 斯 带 的 边界 的 圆 局 迁 合 ， 若 如 图 10-17 


带 洞 的 柱 面 莫 友 一 带 洞 的 球面 才 一 2 加 盘 一 M ~ 2 图 
加 10-17 
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ti) 
加 周 革 的 各 种 央 入 
图 10-19 
那样 考虑 ， 实 际 上 是 挖 了 两 个 洞 的 卖 比 乌 斯 带 。 因此 , 若 它 
分 别 与 剩 下 的 部 分 远 合 ,如 M 划 T?,M 非 瑟 的 迭 合 之 后 ,就 
得 到 图 10-18 那样 的 曲面 。 总 之 ，T? 的 情形 和 K’ 的 差异 仅 
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图 10-20 


是 剩 下 的 圆柱 与 M 的 两 个 洞 迁 合 时 的 方向 不 同 。 但 是 , 若 M 
非 到 的 圆柱 的 一 端 沿 万 比 乌 斯 带 转 一 局 , 圆周 的 方向 变 为 相 
反 的 , 恰好 是 M 条 Kr。 也 就 是 ,虽然 MM 划 T? 和 M 井 慌 在 
外 观 上 是 不 同 的 ,实际 上 它们 是 同 是 的 曲面 。 因而 ,，P 间 7? 
和 己 非 天 也 是 同 豚 的 . 

第 二 是 ,在 三 维 空 间 R’ 中 ,我们 通常 匈 到 的 曲面 ,实际 上 
是 把 曲面 和 R’ 同 时 考虑 而 看 到 的 ， 也 就 是 说 ， 在 三 维 空间 
R’ 中 还 考虑 到 F 在 RR 里 的 位 置 关系 ， 例 如 ,我 们 取 一 维 流 形 
的 代表 圆周 8 来 考察 一 下 。 8 在 平面 上 画 出 来 的 是 普通 的 
贸 周 ,但 在 R&R 中 它 的 画 法 是 无 限 多 的 .图 10-19G),(ii) 都 
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是 在 R! 中 所 画册 来 的 圆 霹 % ,但 是 哪 一 个 都 腹 不 出 来 象 3。 
特别 是 图 (ii)。 可 能 认为 是 一 种 特别 奇妙 的 空间 ,但 仔细 观察 
可 知 , 它 也 是 圆周 , 确切 地 说 , 它们 都 表示 由 圆 局 5 向 R! 的 
各 种 不 同 的 嵌入 :把 它们 都 称 为 扭 结 . 

就 曲面 来 说 ,例如 上 图 是 亏 格 为 3 的 曲面 的 嵌入 , 象 这 样 
的 嵌入 可 以 看 做 由 一 个 同 胚 类 作出 的 几乎 无 限 多 的 谋 人 ， 它 
们 都 是 我 们 对 于 蓝 面 的 多 样 性 的 表示 ， 上 述 则 面 是 神户 大 学 
铃木 晋 一 先生 给 出 的 。 - 
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第 十 一 章 拓扑 学 


在 第 八 章 中 已 经 讲 过 ， 拓 扑 学 是 研究 空间 拓扑 性 质 的 数 
学 分 科 ， 在 那里 所 谈 的 实际 上 是 在 第 六 \ 七 两 章 中 所 叙述 的 
拓扑 空间 和 度量 空间 以 及 连续 映射 等 等 拓扑 性 质 ， 把 这 些 吾 
论 归 纳 起 来 , 称 为 拓扑 空间 论 或 一 般 拓 扯 学 , 它 是 拓扑 学 的 基 
础 部 分 、 这 里 所 谓 “ 拓 扑 学 的 ”, 如 所 有 局 知 ; 就 其 初步 的 表现 似 
乎 可 以 说 ,一 般 拓扑 学 是 “现代 数学 ”的 基础 之 一 ,现代 数学 可 
以 看 做 由 一 般 拓 扑 学 和 本 书 几乎 未 涉及 的 代数 系 理论 这 两 大 
支柱 所 组 成 、 这 就 是 所 以 在 本 书 第 九 章 中 提出 作为 拓扑 空间 
典型 的 流 形 和 在 第 十 章 中 对 二 维 流 形 ， 即 更 面 拓扑 学 以 及 对 
闭 曲 面 分 类 定理 进行 研究 的 原因 .大 体 上 说 ,到 现在 为 止 所 涉 
及 的 内 容 都 是 二 十 世纪 初 所 得 到 的 结果 ， 我 们 对 归 面 叙述 完 
了 之 后 ,就 对 三 维 流 形 的 分 类 定理 ,尤其 是 对 一 般 的 ” 维 流 形 
的 分 类 定理 进行 研究 。 在 这 里 首先 遇 到 的 问题 是 对 妥 面 分 类 
定 亚 开 怎样 表示 的 问题 。 也 就 是 ,球面 与 环 面 ,它们 的 欧 近 示 
性 数 分 别 为 2 和 10, 从 而 得 到 球面 与 环 面 不 同 胚 的 结论 , 可 是 
对 于 三 维 闭 流 形 M? 如 果 可 定 庙 * 则 欧 拉 示 性 数 XM5) 一 0. 因 
此 ,就 要 求 比 欧 拉 示 性 数 更 精确 的 衡量 拓 拓 的 标准 .于 是 , 首 
先 考虑 到 的 是 作为 空间 同调 的 拓扑 不 变量 .这 种 理论 是 用 所 
谓 群 的 代数 系 来 表示 空间 性 质 的 方法 ,现在 已 经 接近 于 完备 . 
但 是 , 对 三 维 流 形 的 分 类 , 仅 利用 同调 还 不 够 充分 。 固 此 ,从 
1930 年 以 来 , 考虑 了 比 同 调 更 精确 的 标准 , 即 所 谓 同 伦 , 它 也 
是 利用 群 的 理论 .同调 群 的 运算 是 可 交换 的 阿 页 尔 (Abe!) 群 ， 
但 是 , 同 伦 群 , 特别 是 作为 标准 的 空间 基本 群 或 叫 庞 加 汪 群 ， 
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一 般 不 是 阿 贝 尔 群 , 它 的 结构 
的 空间 理论 看 做 用 代数 系 为 工 
盾 . 大 约 在 二 十 世纪 五 十 年 代 


FE 常 复杂 。 这 样 ,把 同调 , 同 伦 
具 的 拓扑 ,因此 , 称 之 为 代数 扰 
达到 了 完备 的 程度 . 


以 同调 各 词 伦 为 工具 ,对 3 
.高 维 流 形态 面 得 到 了 很 好 的 
学 大 体 上 可 分 为 三 个 分 支 。 


法 , 即 把 它 看 做 是 拓扑 空间 论 的 直接 扩张 的 拓扑 学 。 这 方 | 
E 利 山大 洛 夫 《Aercasgnpop) 为 


以 波兰 的 华沙 学 浙 、 苏联 的 
中 心 的 研究 俱乐部 以 及 美国 由 


国 


高 维 流 形 进行 了 深入 的 研究 ， 
结果 。 从 拓扑 的 方法 上 , 拓扑 


一 个 是 用 已 有 的 点 集合 论 的 方 


加 


R. L， 黄 尔 《Moore》 所 领导 


的 Bing-Moise 学 派 等 最 为 活跃 。 其 次 是 在 很 久 以 前 , 拓扑 学 
已 由 庞 加 菜 提 出 . 最 近 还 在 迅速 发 展 的 有 组 合 拓扑 学 , 也 叫 


PL (Piecewise linear) 拓扑 学 。 


《Whiiehead) 为 创始 人 的 季 受 学 派 和 美 
进行 了 研究 .第 三 是 从 1950 年 到 现在 ,被 数学 界 所 重 
国 的 J. 米 尔 诺 (Milnor), S$. 斯 梅 尔 (Smaje) 以 及 


分 拓扑， 以 美 


英 


国 以 J. H. C. 怀特 海德 
国 的 普林斯顿 学 派对 此 
量 视 的 短 


法 国 的 托 姆 为 代表 的 很 多 拓扑 学 家 正在 进行 研究 .在 上 述 各 
种 拓 扩 学 中 ,并 没有 提 到 日 本 人 的 研究 活动 ,然而 当然 有 很 重 
要 的 研究 成 果 ( 如 有 兴趣 ， 可 参看 野 口 宏 著 《数学 家 的 群 象 》， 


河 出 书房 )。 


《 情 学 入 呈 吕 
收 字 车 中 队 


Ee 


这 此 拓扑 的 研究 可 用 柱 


表示 如 下 : 


ryt" 


代 致 拓扑 学 | AAAN 


一 般 地 把 这 三 种 拓扑 学 统称 为 拓扑 学 〈 对 这 方面 有 兴趣 
的 人 ,可 参看 抽 著 《经 球面 》, 钻 石 出 版 社 )。 

在 本 章 中 , 将 论述 PL- 拓 扑 学 中 的 多 面体 和 微分 拓扑 学 
的 微分 流 形 . 


51 应 量 


现在 招 。 维 实数 空间 R* 确定 为 * 个 实数 直线 R 的 直 积 
空间 。 在 = 实数 组 (za …，xzo) 所 表示 的 点 = 的 集合 中 引入 
拓扑 ,因此 ,可 以 把 它 看 做 几何 的 对 象 . 

但 是 ,实数 直线 RR 不 仅 具 有 拓扑 结构 而 且 具 有 加 法 十 、 苹 
法 X 的 代数 运算 ， 因此 , R” 不 仅 是 拓扑 空间 ,而 且 在 其 中 世 
要 著 虚 与 R 类 似 的 运算 ， 总 之 ， 把 R* 看 做 可 以 实行 运算 的 
体系 ,这 是 我 们 一 芙 的 思想 方法 。 

在 这 里 把 R" 的 任意 点 a 一 (6, os,"……， as) 改换 意义 而 
朋 获 向 量 、 正 确 邮电 做 "- 维 (实数 ) 向 量 。 按 传统 的 记 法 向 

量 @ 一 《es os ea) 记 做 es。 所 请 传 统 记 法 是 把 普通 向 量 
看 做 用 箭头 表示 方向 的 R" 中 的 有 向 线段 。 约定 经 平行 移动 
( 连 方向 在 内 ) 重 合 的 二 有 向 线 朋 家 示 同一 向 量 ， 如 果 有 向 线 
眉 的 终点 的 坐标 为 《bh，54，……， 565s)， 始 点 的 坐标 为 《ci， 
ce 网 (六 一 co br 一 02,"…*， bs 一 ca) 挫 好 是 上 面 
所 确定 的 向 量 @ 一 (m1、os，"…*, as)。 这 种 表示 方法 使 向 量 
比较 直观 和 方便 . 

关于 向 量 

a (0 oz 42) b= (bsba, 2 
的 加 法 定义 为 

@ 十 五 一 《ca 十 5 pb +, on + bs), 
用 带 秘 头 的 线段 可 表示 为 图 11-1 (2) 


这 个 加 法 是 可 交换 的 ; 即 从 图 11-1Gi) 可 知 
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8 5 
-一 - 
(Ci) GG) qth=bie 
图 11-1 


3 


、 2&a 7/ 一 2 


(i (i) 
图 1i-2 


atb-bi+a. 
当然 ,从 加 法 的 定义 也 可 以 看 到 这 是 明显 的 ， 同 样 ,关于 结合 
入 - 


(at+b) tem~ati+(b+e) 
成 立 , 这 可 从 开头 的 定义 式 以 及 图 11-2(i) 得 到 , 因此 ， 上 式 
的 两 边 都 可 以 用 记号 a 十 五 十 e 表示. 
其 次 , 象 前 面 那样 , 尾 取 实 数 ( 纯 量 ) 4, 确定 数 策 
ha 一 《aa 2ao). 
在 这 里 把 一 la 一 (一 au 一 2，…-， 一 ar)， 简 记 做 一 as 又 
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ga 十 (一 Bb) 记 做 2 一 6b. 而 且 把 
《0 … :0) 一 0 
叫做 零 向 量 ， 招 第 i 个 数 是 1, 其 它 均 为 礁 的 向 量 
(0, 77+, 0, 1 0 0) 一 全 
叫做 并 单位 向 量 ， 关 于 数 彝 ,分 配 律 人 
a+b)= iatib 
成 立 。 从 定义 出 发 进行 计算 或 者 从 图 上 都 易于 得 到 验证 ， 


了 
2at46=Afat+ 及 


二 a6 
图 11-3 


又 ,所 谓 藻 于 个 向量 ai, 4,…s,a， 线性 相关 ,是 指 存在 
全 不 为 零 的 实数 1, ja， …… 使 式 
Hat taa- 0 
成 立 .人 饮 如 取 a, a 一 5, 5, 由 于 
l-a—l:(a—)—1.6—=60, 
则 a,，a 一 6,，5 线性 相关 。 实际 上 , 抬 这些 向 量 进行 平行 
移动 ， 使 它们 都 放 在 维 数 小 于 个 数 的 欧 氏 子 空间 上 .上 上 合 中 
a ba 一 了 ,如 图 11-4, 能 画 在 一 个 平面 上 . 
非 线性 相关 的 向 量 a, G2，。*…，a 叫做 线性 无 关 的 ， 即 
存在 全 不 为 零 的 实数 2a， 4,…, 和 1, 使 式 
. ha 十 hm 十 a 0 
成 立 。 这 时 ,不 论 招 这些 向 量 怎样 平行 移动 ,包含 它们 的 欧 氏 
空间 都 治 为 > 维 的 . 
例如 取 一 (1, 0 0), 一 (0, 1,0,.…, 0), 
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好 一 (0，0，1，0,'……，0)， 而 包含 它们 的 欧 氏 空间 是 三 维 
的 ,它们 是 线性 无 关 的 (图 11-5). 

其 次 , 转 到 向 量 之 间 的 乘 靶 。 如 所 遍 知 ,向 量 的 乘法 有 内 
积 和 外 积 两 种 。 内 积 也 串 数 重 积 ; 若 a 二 《as oz …，oo)， 
也 一 (5 bs -5:)» 则 由 

a bm abt ob + asbs 

来 确定 。 也 可 以 把 它 记 做 qb， 由 于 ab 不 是 向 量 而 是 实数 
( 纯 量 ), 因此 而 命名 (在 这 个 意义 下 , 它 不 是 由 向 量 来 确定 向 
量 的 运算 )。 从 定义 可 知 , a .6b 一 6 :a (交换 律 ) 以 及 a : 
届 十 0) 一 a 十 ae (分配 律 ) 成 立 ， 特别 是 ,因为 

全 一 全 二 VE 二 二 
所 以 中 是 表示 向 晤 a 的 有 向 线 眉 长 度 的 平方 。 这 个 有 向 线段 
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图 11-6 


的 长 度 叫 做 向 量 a 的 长 度 , 用 记号 1e{ 来 表示 ;这 时 
| 二 一 | 中 
一 般 地 , 若 设 向 量 与 瑟 的 交角 为 6, 由 于 
a+ Cat (aa 十 到 一 到 十 六 二 25 
在 向 量 s，5，e 十 二 所 构成 的 图 11-6 的 三 角形 中 ， 
lat BP = lol 16 二 2ailbi cos0, 所 以 
a-.6= |allbl cos6. 


特别 是 向 量 = 与 总 正 交 。 因 为 cos 三 一 0, 所 以 a .8 一 
9。 对 于 单位 向量 ai 有 


如 一 1，ei 本 号 0 i i 

其 次 ,由 于 乘法 外 积 a X 五 确定 的 是 向 量 , 所以 叫 向 量 
积 。 这 种 运算 在 本 书 中 不 常 遇 到 , 而 仅 就 三 维 向 量 介 绍 它 的 
大 意 。 对 于 三 维 空间 的 向 量 @ 一 (as ws os) Bb- (bh 
加)。 有 

a Xx b= (ab, 一 obi, asbs 一 arbss obi 一 az8 
当 e 与 二 线性 相关 时 ，a Xb 一 0、 线 件 无 关 时 ,a xX 5 与 
a,b 所 确定 的 平面 垂直 ,内 此 ，a, 了 6 与 a X 6 有 右 旋 坐 标 系 
的 方向 ， 而 且 用 长 魔 为 ja| 18| sin6 的 线 眉 来 表示 。 9 是 a 
与 五 的 夹 角 、 

关于 单位 向 量 , 有 
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外 议 


@ Xe—e, eXe—e, es Xe 一 所 


图 11-7 


ei Xe 一 0 一 1、2,， 3. 


因此 


是 较 复 杂 的 运算 。 
52 多 面体 


axb——bxa 


同调 的 理论 是 为 了 抬 空间 的 整体 结构 用 代数 系 的 群 来 才 
孙 , 因此 , 把 曲面 进行 三 角 齐 分 ,实际 上 是 把 曲面 君 做 由 三 角 
形 经 过 适当 的 组 合 而 构成 的 空间 ， 这 是 第 十 章 的 基本 思想 方 
法 ， 首 先 把 三 角形 经 过 弯 归 或 扭曲 变形 为 拓扑 的 略 盘 。 因 为 
圆 盘 是 已 经 列举 过 的 拓扑 空间 中 具有 最 单纯 结构 的 对 象 ， 它 
是 我 们 最 熟悉 的 空间 ， 研究 曲面 , 实际 上 是 把 这 种 辐 拘 进行 


这 样 或 那样 的 组 合 * 这 种 "组 合 "是 重要 的 问题 .因为 ,以 


同样 


的 三 角形 为 素材 ,由 于 组 合 方法 的 不 同 而 得 到 不 同 的 曲面 .这 
种 组 合 方法 利用 群 来 表示 就 得 到 同调 群 。 因此 , 在 第 十 章 中 
所 介绍 的 欧 拉 示 性 数 就 是 这 种 同调 群 的 一 种 量 . 


在 本 书 中 ,从 


同 


所 构成 的 空间 一 一 多 面体 给 以 阐述 . 
对 于 曲面 , 取 三 角形 作为 它 的 构成 单位 。 准确 地 说 三 角 
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调 本 身 出 发 ,对 于 由 这 祥 单 纯 空 间 经 组 合 


形 的 边 的 线段 、 顶 点 也 是 它 的 构成 单位 。 把 点 、 线 段 、 三 角 天 
分 别 叫 敌 0 维 球 、 1 维 球 、2 维 球 .因此 ;一 般 地 ,空间 的 构成 
元 素 可 以 看 第 = 维 球 。 为 使 它 能 由 简单 模型 进行 组 合 , 随 客 
观 情况 可 以 利用 贺 盘 或 弯曲 三 角形 。 -由 于 三 角形 比较 标准 ， 
因此 称 之 为 单 形 。 以 = 来 表示 , 如 图 11-8. 


二 0~ 音 形 ~ 点 
1- 香 形 5 ca 线 人 ( 开 区 间 ) 
可 人 
会 、 
oO。 2 单 形 了 ~、 3 角形 


全 3- 单 形 4 面体 


从 例子 可 以 看 到 ，” 之 4 以 上 的 ”- 单 形 用 眼睛 是 看 不 到 
的 ,只 有 1-，2-, 3- 单 形 可 以 署 得 见 , x- 单 形 一 般 地 是 用 数学 
来 定义 的 ,这 是 个 困难 .为 克服 这 一 困难 , 利 月 前 面 已 经 讲 过 
的 向 景 比 较 方便 . 

一 般 地 , 在 R" 中 的 7 十 工 个 线性 无 关 向 量 m，qw ，aq， 
“…*，@, 如 同 前 面 说 过 的 ,它们 含 于 玉 中 。 首先 从 + 一 1 
说 起 ,如 图 ,把 向 县 mai 的 始点 放 在 点 " 上 , 设 oo, a 各 表示 
它 的 终点 , 即 把 m，es 看 做 位 置 向 量 。 这 时 ,以 m 终点 为 始 
点 ,以 mw 的 终点 为 终点 的 向 量 是 a 一 qo。 设 区 间 [qosya] 的 
任意 点 为 x， 点 x 的 位 置 向 量 用 @ 十 区 qi 一 四 ) 表示 . 这 


8 


里 的 上 是 [siix, oi, BO E+ C1, 0 
时 ,x 一 4; 当 tf 一 1 时 ,x 二 


图 11-10 


即 由 点 mm， 所 确定 的 1- 单 形 用 
{zz 一 十 Ka 一 a)， 0<+<1} 
来 表示 ， 把 上 式 变形 ,得 
{zlz 一 (1 一 )q 十 ta 0 委 : 委 1} 
= {xzlx 一 tao 十 zaiy 加 于 丰 一 1 to 二 全 0 . 
同样 地 ,三 个 线性 无 关 向 是 qo, oyu， 的 终点 所 确定 的 
2- 间 形 甬 
{zx 一 th 十 pa 和 十 走 十 下 一 1 tp 所 之 昌 } 
表示 。 
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大 此 ,一 般 地 ”- 单 形 o 是 由 "十 1 个 线性 无 关 的 向 量 
ao 4，*……, ;的 终点 所 确定 的 


， 
v= {xlx— Pim, Di—1,4>0), 
i=0 


[er 
即 R" 的 子 空间 . 
?os 二 央 做 z- 单 形 叶 的 点 二 的 重心 坐标 ， 因 此， 


1 
各 一 让 本 一 
7 十 于 
所 对 应 的 点 叫做 07 的 重心 . 
当 ”>>0 时 ， 


{ xlzx 一 > tgs ti 0,f0 十 ;二 a 十 
r=0 
1 
即 第 i 个 重心 举 标 为 0 的 e 的 子 集 , 是 从 向量 组 中 删除 了 向 
量 @;, 它 恰好 是 由 7 个 向 量 aq， ss GiGi 
的 终点 所 确定 的 《?r 一 1)- 单 形 o"!。 这 样 的 《7 一 1)- 单 形 
off! 出 做 原单 形 z 的 边 单 形 。 对 于 各 个 of 一 都 可 以 这 样 看 ， 
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构成 它 的 边 单 形 的 是 o 节 。 同样 地 可 以 得 到 其 余 的 各 边 单 
有 形 , 只 是 o* 的 边 单 形 是 空 集 。 这 样 从 oa 开始 ,依次 可 得 单 形 
rf 一 1,7 一 2,-…,1,0, 都 叫做 的 边 单 形 。 

在 的 边 单 形 中 ，0- 单 形 叫做 顶点 。 !- 单 形 叫 做 边 . 
2- 单 形 叫做 曾 。 or 本 身 随 着 需要 ,也 叫 o7 的 边 间 形 . :但 不 是 
vr 和 不 是 四 的 边 单 形 叫 做 07 的 真 边 单 形 。 

为 使 "~ 单 形 更 直观 ， 也 可 以 看 做 是 首先 取 一 个 o*-1 
单 形 ,再 取 不 属于 o* 所 嵌入 的 空间 R! 的 一 点 ,与 上 各 
点 连结 的 线段 上 所 有 点 所 构成 的 空间 就 是 ， 一 也 是 先 取 
,同样 地 取 不 在 嵌入 的 空间 瑟 的 一 点 p* ”与 到 上 各 点 
连结 线段 土 所 有 点 所 构成 的 空间 就 是 02。 


图 11-12 


从 而 可 知 ,对 于 一 般 的 07, 首先 取 o"', 设 它 嵌 和 人 于 R 
取 包 含 R"+ 的 R*"， 青 取 在 R" 而 不 在 R 一 的 点 2。 考虑 ?与 
or 的 各 点 连结 的 线段 族 ，o" 就 是 这 些 线 眉 族 上 所 有 点 所 构 
成 的 R" 的 子 空 间 。 

这 样 做 可 以 得 到 of 的 粗糙 的 直观 形象 。 

在 这 里 已 经 得 到 了 构成 的 元 素 ， 将 把 它们 组 合 起 来 以 确 
定 多 面体 .在 第 十 章 中 ,已 经 阐述 了 曲 而 的 三 角 剖 分 ,实际 上 
它 是 一 般 化 了 的 多 面体 .首先 ,我 们 考虑 在 R" 中 满足 下 列 条 
件 的 单 形 的 有 限 集 K。 
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1. 如 果 me 天, 出 的 所 有 边 单 形 也 属于 天 

2. 如 果品 ,ce 天 , 则 cnc 或 为 空 集 , 或 oa: 具有 共同 
的 边 单 形 . 

这 样 的 集合 玉 叫 做 复 形 。 复 形 天 是 单 形 的 集合 。 若 在 含 
于 各 单 形 的 R* 的 所 有 点 所 构成 的 R* 的 子 集 中 , 引 人 R* 的 诱 
导 拓 扑 , 则 得 到 一 个 拓扑 空间 ,把 它 叫做 具有 复 形 天 为 三 角 剖 
分 的 多 面 你 ,用 符号 P, 9 等 来 表示 。 为 了 突出 复 形 K 是 三 角 
剖 分 的 , 对 于 这 种 多 面体 也 用 |K| 来 表示 。 从 定义 可 知 | 天 | 
是 维 数 较 高 的 欧 氏 空间 的 子 空间 。 因 为 在 这 里 没有 对 复 形 为 
曲面 的 三 角 剖 分 的 条 件 (第 十 章 中 曲面 的 三 角 剖 分 定理 I) 提 
出 要 求 ， 所 以 单 形 组 合 的 方法 比较 自由 。 因此， 由 复 形 所 确 
定 的 多 面体 , 即 或 是 2 维 的 ,也 不 一 定 成 为 曲面 。 参看 图 11- 
13。 
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含 于 复 形 天 的 单 形 中 的 最 高 维 数 叫做 复 形 天 的 维 数 或 多 
淹 体 的 维 数 . 

这 样 所 确定 的 R" 的 子 空间 ,多 面体 ?一般 地 作为 任意 的 
R" 的 子 空间 应 当 具 有 显效 的 特殊 性 质 。 叶 ,对 于 它 的 任意 点 
zx, 可 在 了 中 选取 适当 的 领域 , 在 P 中 可 以 收缩 为 点 * ”例如 
下 图 , 子 空间 X 不 是 多 面体 ， 


X= {C0, he us, 3 <>0} 
图 11-14 


这 种 不 是 多 面体 的 子 空间 ,一 般 地 具有 非常 复杂 的 结构 . 
所 亩 多 面体 ,我们 把 它 型 解 为 由 图 形 直观 概念 自然 生成 的 空 
间 可 能 更 好 一 些 . 

到 现在 为 止 , 因 为 复 形 以 及 多 面体 的 构成 元 素 是 有 限 的 ， 
所 以 多 面体 是 紧 致 可 分 的 度量 空间 ， 也 可 以 考虑 由 无 限 个 单 
形 所 构成 的 复 形 。 在 这 种 情形 下 ,还 要 在 上 述 条 御 1，2 的 基 
础 上 再 附加 条 件 : 

3. 通 过 K 的 任意 项 点 的 K 的 单 形 的 个 数 是 有 限 的 ， 这 个 
条 件 叫 做 局 部 有 限 条 件 。 它 确认 在 |K| 的 各 点 的 充分 小 邻 域 
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内 与 广 限 多 面体 其 有 根 司 的 结构 ， 俩 如 从 图 11-15 看 到 区 7 
维 欧 氏 空 闻 巧 由 无 限 复 形 所 确定 的 多 面体 ， 它 们 沟 成 局 部 紧 
致 的 可 分 度 最 空间 。 

设 和 多 面体 P 的 两 个 三 角 宰 分 为 玉芝 。 这 时 所谓 志 为 及 
的 儿 分 ,和 曲面 的 展 形 一 样 , 玉 的 饪 意 单 形 恰 被 工 的 若干 个 单 
形 所 三 角 痢 分 ， 如 贸 11-16，, 车 利用 重心 相继 地 进行 细 分 , 则 
可 得 到 任意 精密 的 细 分 . 

一 般 地 , 设 有 两 个 复 形 K,，K，， 在 它们 之 加 将 r- 单 形 映 
为 +- 单 形 的 双 射 f:K, -> 2， 下, 使 + 为 o 的 边 单 形 的 充分 必 
要 条 件 是 使 fr) 映 为 Ko) 的 边 音 形 。 当 f 满足 上 列 条 件 时 ， 
则 说 f 给 出 Ki 与 的 同 构 。 即 K, 与 天 同 构 是 它们 的 构成 
元 素 以 及 它们 的 组 合 方 法 完全 相同 。 因此 ， 如 果 复 形 K, 与 
KK; 辣 构 , 则 它们 的 多 证 体 1 天 :| 与 1 天 xz[ 同 胚 。 

4- 波形 是 它 的 各 点 都 只 有 与 = 维 开 球 08” 同 胚 邻 域 的 
可 分 度 最 空间 .在 第 十 章 中 ,在 + 一 2 的 情形 ( 紧 致 的 ) 下 已 经 
做 了 三 角 剖 分 它 指出 对 于 闭 曲 面 M? 常 存在 [KI 一 M 的 
复 形 天 (曲面 的 三 角 剖 分 定理 切 ,无 其 是 (曲面 的 三 角 剖 分 定 
理 J) 对 于 天 的 任意 不 局 的 2- 单 形 吕 与 ,0 一 0,01,*……， 
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图 11-16 
吗 一 2 构成 以 各 个 ono3?+: 为 共同 边 的 2- 单 形 列 。 在 这 里 
提出 ， 对 于 一 般 的 *- 流 形 是 否 能 象 直 面 那 样 进行 三 角 痢 分 ? 
1956 年 美国 的 庶 依 斯 (Moise) 证 明了 下 列 事实 . 
三 角 剖 分 定理 I 3 维 流 形 M 可 三 角 剖 分 。 
Ms 的 三 角 训 分 定理 I 3 维 流 形 M* 的 三 角 剖 分 设 为 天 
(1) 尾 何 3- 单 形 的 边 至 多 是 K 的 两 个 3- 单 形 的 边 单 形 。 
《2》 对 于 任何 两 个 不 同 的 3- 单 形 中 ,有 一 ,i 
"中 一 四, 而 且 可 取得 以 四 站 oh: 为 中 oj 的 共同 2- 单 
形 的 3- 单 形 列 . 
《3) 不 论 取 尺 的 任何 项 点 >， 都 有 过 该 点 的 天 的 所 有 3- 
单 形 所 确定 的 多 面体 与 3 维 球 B’ 同 胚 . 
M; 的 三 角 剖 分 定理 I (M 的 基本 猜想 定理 ) 设 3 维 
流 形 M? 的 任意 两 个 三 角 章 分 为 K。K, 则 存在 同 构 的 细 分 
LiyT, 
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当 w 之 4 时 该 定理 对 M"* 是 否 成 立 ? 这 个 问题 到 现在 为 
止 尚未 解决 。 1969 年 克 尔 贝 (Kirby) 与 西 本 曼 (Siebenmann) 
明确 地 指出 ， 帮 -~- 般 情形 下 定理 不 成 立 以 及 在 什么 条 件 下 成 
立 。 

如 M? 的 三 角 剖 分 定理 JI， 具有 满足 类 似 条 件 的 三 角 部 
分 的 #- 流 形 叫 做 a- 维 组 合流 形 或 a-PL- 流 形 。 这 种 PL- 流 
形 在 PL- 拓 盾 学 中 起 主要 作用 ,， 


$3 微分 流 形 


所 谓 ” 维 流 形 , 就 是 这 样 的 拓扑 空间 ,就 其 局 部 来 说 为 * 
维 欧 氏 空间 ， 即 对 其 任何 一 点 都 有 一 个 与 * 维 欧 氏 空间 相仿 
的 邻 域 。 所 谓 2 维 流 形 ,就 是 这 样 的 拓扑 空间 , 它 的 任何 一 点 
都 有 一 个 与 以 该 点 为 中 心 的 开 圆 盘 相仿 的 邻 域 ， 例 如 普通 的 
球面 、 往 现 面 .射影 平面 \ 环 面 以 及 哑铃 曲面 (暂时 不 考 志 流 形 
的 边界 )。 虽 然 说 的 是 2 维 ,但 对 于 一 般 4 维 也 同 样 成 立 ， 现 
在 以 2 维 曲面 为 例 来 叙述 微分 流 形 . 

先 对 微分 法 稍 做 复习 , 

首先 把 函数 》 一 X*) 看 做 产 妨 -> R、， 司 数列 
{Fx 十 如) — fC#)) as}. 
这 里 {ho} 是 收敛 于 0 的 任意 数列 、 因 此 , 当 数 列 

{fx + ha) — Fw) Df hn} 
与 tp] 的 选取 无 关 地 常 收 俩 于 一 个 常数 时 , 称 函 数 了 在 = 可 
微 ,这 个 常数 叫做 函数 了 在 * 的 导数 。 用 记号 


,dyjar, y yf (2) DIC) 
dx 


来 表示 ， 如 果 f 在 R 的 子 集 4 的 各 个 点 都 可 微 ， 则 称 1 在 4 
土 可 微 ， 这 时 ,把 在 4 的 点 * 上 f(x) 所 对 应 的 函数 4 一 民 
中 做 函数 f 的 导 函 数 。 因而 从 f(x) 求 fCx) 进 行 微分 的 算法 
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天 做 微分 法 . 
这 就 是 对 商 等 学 校 学 过 的 微分 的 复 尺 ， 大 家 经 过 艰苦 的 
努力 , 才 从 数 的 世界 超 陪 出 来 而 进 人 了 庆 站 空 ， 又 因为 数 
0 的 出 现 , 我 栋 不 是 很 理想 的 , 共 原 因 可 从 式 (fCzx 十 如) 一 
fz))/2s 看 到 ,在 这 盟 用 到 了 数 的 减法 与 除法 .拓扑 空间 是 拒 
数 几 何 化 ,对 于 {6s}> 给 出 巧妙 的 处 理 ,因为 把 代数 系 的 考 
察 全 都 省 路 ,所 以 在 括 盾 空间 中 没 假定 有 加 法 和 冬 法 。 因此， 
作为 它们 的 逆 运 算 的 减法 :和 除 法 也 无 法 确定 。 所 6 扑 空 
闻 上 世 无 法 定义 微分 法 ， 可 是 ,如 果 拖 扑 空 间 是 流 形 , 旭 它 的 
各 沾 点 的 邻 域 是 欧 氏 空间 ,也 可 以 把 它 看 做 是 向 午 空 间 ,当然 
可 以 考虑 微分 法 .具有 这 种 微分 法 的 拓扑 空间 就 是 微分 流 形 、 
如 果 函 数 j.R -> RR 在 4 上 可 第, 则 了 是 连续 函数 , 但 连 
续 函 数 不 一 定 可 徽 , 
如 果 ? 一 Xe) 的 导 函 数 /Ge) 在 妨 中 可 短 ， 则 (fc)7 一 
f(x) 是 * 的 水 数 .一 般 地 ,如 果 f""*(w) 在 RR 中 可 微 时 , 风 
GP) = fs) 
是 * 的 函数 , 称 之 为 f(x) 的 第 * 阶 导 敬 数 或 叫做 第 次 导 光 
数 ， 用 记号 


4, ry/de", Dy, oe) 
4 


未 示 , 当 第 " 阶 导 函数 被 确定 时 ,函数 了 叫做 可 = 次 微分 欧 
其 是 参 '(x) 为 连续 函数 时 , 称 为 ”次 连续 可 微 . 

z 次 导 水 数 10(x), 当 # 之 2 时 ,一 般 地 叫做 高 阶 导 函 数 
或 高 次 导 隐 妆 . 

殷 这 种 第 分 的 想法 扩大 为 贞 射 f:R" 一 RR。 映射 + 是 以 
R" 的 点 (zy zas …yxza) 为 变 黑 ,如 果 仅 zs 取 RR 的 任 党 值 ,而 
其 它 的 %, x3,…， xs 各 为 常数 ,这 时 有 上 映 射 + 实际 上 成 为 R 司 
R 的 函数 ， 在 这 里 。 象 前 面 那样 对 x 进行 微分 ， 如 果 函 教 对 
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二 是 可 微 的 , 刚 称 f 对 x 是 可 偏 微分 的 ， 它 的 导 函 数 电 做 偏 
导数 .这 种 运算 叫做 偏 微 分 , 这 种 想法 不 仅 限 于 ma， 对 于 (zx 
za，……， as) 的 任何 xi 都 适 用 ， 对 于 的 偏 导数 ,用 记号 
8f/ax 表示 . 即 、 
{C45 ma 二 
— fms x3» 20)) /hn} —> Hf/ Oxi. 


8118 BD Ba me #9), feist 和 Due 
A 


za 焉 Dif(xi， 和 as Xs) 等 记号 表示 。 
例如 , 落 妨 怀 一 尺 为 
fn a) 一 oO— 


B 8f 
| 8f -一 af 一 
则 Bx 2x4» Ea 2zm 


( 当 计算 8118x 时 , 招 看 做 常数 ). 

与 前 面 情形 一 样 , 映射 为 f.R" -> RR， 在 R" 的 某 邻 域 吕 
的 各 点 , 若 确定 各 偏 导数 为 连续 映射 ( 称 之 为 偏 导 函 数 ), 划 称 
f 为 C!- 类 的 映射 。 在 这 里 值得 注意 的 是 。 f 的 各 偏 导数 
8f16%; 均 为 映射 


Bf .ps 
MR" Re 


映射 1:R" -> 的 偏 导 数 六 ， 对 于 必 可 百 伪 微 分 ,就 得 
x 


2 阶 贪 导 函 数 8C81/8x)18*i:， 把 它 记 做 Ff/9xi60x;, 同样 地 
可 以 定义 第 = 阶 仿 导 函数 

Brj19m ve bziBxk 一 (81Be xi)1Bxks 
一 般 地 ,如 果 各 侦 导 函数 连续 时 , 划 与 偏 微分 的 顺序 无 关 。 例 
如 。 By/BxBxBx: 一 人 F/Bxsx26x4， 一 般 地 , 映射 f:R* -> 玉 
具有 到 第 ? 阶 偏 导 函 数 , 当 它 们 连续 时 ， 称 f 为 C” 类 函数 . 
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车 对 任意 的 ”为 C”- 类 ， 则 称 为 C*- 类 函数 或 叫 无 限 次 过 
续 可 微 函数 ， 前 面 的 例 是 C" 类 函数 . 

黄 次 , 考 菩 吉 个 C'- 类 映射 五, 广 ,…" ,jm。 因为 各 所 为 
fi:R*>R, 令 、 

hsfy es Fm) rs x x0) = CPx 7 15)» 

人 rr 
这 时 , 肌 躺 (各 ……。 加 ) 成 为 映射 
f= (fs, fm):R* -> R". 

这 样 的 映射 4; R" > R", 也 做 从 RR" 到 R 的 5 一 类 映射 . 

现在 ， 在 曲面 上 引入 微分 法 。 若 咎 面 为 平面 ， 则 用 一 组 
(x, 9) 轴 表 示 所 有 点 。 尘 于 曲面 就 不 这 么 简单 ,总 之 ,因为 流 
形 上 各 点 的 邻 域 是 开山 盘活 与 平面 相同 。 设 曲面 放 的 各 点 也 
的 邻 域 为 mi, 存在 从 Ui 到 平面 的 单位 开 圆 查 V; 上 的 间 凸 映 
射 


pisUi + Vi. 
因为 7 在 平面 上 ， 利 用 (x, 的 举 标 , 可 知 点 ?的 象 qi(p) 
的 坐标 为 (x;, 1), 把 它 看 做 点 ?的 坐标 ， 关 于 这 个 坐标 系 在 
M 上 所 确定 的 映射 ;例如 f: M 一 及 可 微 。 ' 
话说 到 这 里 已 经 够 了 ， 但 是 点 ?一般 地 还 包含 于 男 一 点 
的 邻 域 U; 中 ， 对 其 它 各 点 也 与 ?一样 , 考 虑 同 蚌 映射 
3 
PiKp) 由 Vi 的 坐标 系 确定 坐标 为 《%j， 《图 11-17Gi)),， 这 
样 ,在 流 形 上 同一 点 2* 具 有 不 同 的 坐标 (x7, yj), 为 了 使 函数 
I :MR 
可 微 , 不 论 取 哪 个 坐标 系 都 应 该 是 可 微 的 , 若 不 可 微 不 仅 不 方 
便 而 且 无 意义 。 
现在 , 设 UiNU; 不 空 ,因为 pKU:ND)) 在 Uié R* 的 区 
域 ,而 gj(Di; 人 00) 在 UiCR 的 区 域 中 ,所 以 
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切 和 


ff 
站 pl 
WR 


(3) 圳 | 3 人 久 
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TD 一 PDT 人 TD 
是 玉 的 区 域 到 另 一 个 区 域 的 映射 。 在 这 里 利用 了 微分 的 概 
念 。 因 为 在 这 里 做 了 如 下 的 可 微 假 定 
“从 minDD 到 piy(UiND;) 上 的 同 有 是 or 一 pi * Pp: 
pnDD 一 PCDimDi) 是 C" -类 映射 + > ， 
假定 这 样 可 微 成 立 的 ”- 流 形 M* 的 邻 域 族 U。 和 间 还 
qa: Ua 一 Va 


的 对 的 族 
{CDe，go) 

叫做 M* 的 C"- 类 的 坐标 邻 谨 系 ， 因 此 ,把 这 样 具有 C- 类 坐 
标 邻 域 系 的 流 形 帮 叫做 C 一 类 微分 流 形 或 简称 C”- 流 形 。 在 
这 里 , 当 7 之 2 时 ,道理 也 是 一 样 , 在 本 书 中 , 设 * 之 2, 对 于 C" 
类 微分 流 形 简 称 为 微分 流 形 ， 

微分 流 形 首先 是 普通 的 流 形 M", 并 县 对 {CU。。qe)} 是 
可 微 的 。 最 初 和 的 普通 流 形 没 有 假定 坐标 系 的 可 微 性 , 为 了 把 
它 与 微分 流 形 区 别 开 , 而 把 它 叫做 拓扑 流 形 。 关于 可 微分 坐 
标 系 对 于 有 边界 的 流 形 也 可 类 似 地 来 定义 ， 

观察 图 11-17(i 的 球面 , 取 Ui; 为 * > 0 的 北半球 面 ,UU; 


为 * > 0 的 半球 面 ， 这 时 Uif Di 是 涂 色 的 二 半球 面 。 gi 


是 球面 到 (x,y) 面 的 正 投影 (平行 * 轴 ) 跨 

gilx, ys) = Cx, 97) xi #9 y. 
又 mi(z， yz) 一 《yz) 是 到 * 一 0 平面 的 正 射影 , 即 

Xi 
这 时 ,因为 习 干 风干 加 一 1 县 有 一 《1 一 用 一 芒 ) 所 以 
为 二 1 一 
它们 是 C”- 类 鼎 射 《qi 也 一 样 ). 
设 上 例 中 的 球面 盏 中 的 x 之 0,zx 达 0, x 0, yy 一 0， 
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7 之 0,9 < 的 六 个 半球 面 为 0, IZ，…D6。 从 上 面 的 计 
算 可 知 中 是 微分 流 形 ， 在 环 曾 上 , 如 图 11-17(iii) 取 八 个 
如, 构成 微分 流 形 (gq 是 平行 于 轴 的 正 射影 ). 

1940 年 英国 的 怀特 海德 ,美国 的 饥 伦 (Cairns) 等 ， 证 明 
了 微分 流 形 是 可 三 角 部 分 的 组 合流 形 《PL- 流 形 ). 

事实 上 ,如 在 第 十 二 章 中 ,关于 多 面体 的 三 角 章 分 定理 T。 
开 以 及 基本 猜 息 定理 的 类 似 定理 都 成 立 , 

微分 流 形 的 三 角 齐 分 定理 【 微分 - 流 形 可 以 三 角 阐 


分 . 
微分 流 形 的 三 角 害 分 定理 焉 ” 设 微分 *- 流 形 的 三 角 齐 分 

为 下 ,由 

《1) 任何 (2 一 1) 单 形 的 边 至 多 是 kK 的 两 个 w- 单 形 的 边 
单 形 ; 

《2) 对 于 任何 两 个 不 同 的 *- 单 形 o"，z， 可 取 o? 二 0%， 
喧 , 一 将 用 站 史 是 of 的 共同 (= 一 1) 单 形 
的 = 单 形 列 ; 

《3》 对 于 的 任意 顶点 ,在 该 点 相交 的 KK 的 所 有 wx- 单 
形 所 确定 的 多 面体 与 *- 维 球 8B” 同 胚 . 

微分 流 形 的 三 角 剖 分 定理 II 《微分 流 形 的 基本 猜想 定 
理 ) 设 微分 ”~ 流 形 的 任意 两 个 三 角 剖 分 为 K,， Kz, 则 存在 
网 构 的 细 分 1, LL。 

在 这 里 产生 这 样 的 问题 ， 即 ， 反 之 组 合流 形 〈PL- 流 形 ) 
是 不 是 微分 流 形 ? 这 正 是 在 组 合流 形 M” 中 ,是 否 在 在 覆盖 
Ms* 的 开 集 V? 和 把 V? 映 为 R" 的 +- 维 球 0 开 的 PL- 同 是 gp; 
的 族 , 亦 即 使 覆盖 M" 开 集 U? 和 映 为 R" 的 42- 维 球 0B? 
的 映射 是 否 构 成 微分 坐标 系 {《Ui, .p92?)} 的 问题 。 这 个 答案 
是 一 般 不 成 立 , 当 = 魏 7 时 ,组 合流 形 M? 是 微分 流 形 . 当 # 盖 
7 时 ,在 什么 条 件 下 成 为 微分 流 形 的 问题 已 经 解决 
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第 十 ~ 章 向 量 场 


$1 切 向 量 . 从 


因为 把 ” 维 微 分 流 形 M" 看 做 是 覆盖 它 的 开 集 如，U,， 
…， Uw 的 各 重合 部 分 都 给 出 由 微分 同 是 相连 系 的 坐标 , 从 
而 与 M” 本 身 霸 人 任何 空间 无 关 。 当 把 MM* 嵌 人 于 充分 高 维 
的 欧 氏 空间 R” 时, 若 取 适 当 的 RN 的 坐标 zx 和 "x 
则 各 个 Di 可 由 《%,"……，x。) 为 变数 的 入 一 2 个 可 微 函数 
rat "> zn 来 表示 ， 例 如 在 图 11-17( 和 i) 的 球 画 号 中 , 取 
DU 令 之 0, 将 全 谋 入 于 Ri,D 的 任意 点 《x,y,s)， 由 于 
N==3,4 一 2, 所 以 z 一 (1 一 必 一 六 )?。 于 是 ,在 M" 上 
各 点 P, 考虑 过 的 由 线 ,确定 在 点 的 切线 . 若 对 连续 变动 
的 各 曲线 都 有 它 的 对 应 切线 ， 则 切线 的 集合 构成 点 靖 处 M" 
的 切 平面 (一 般 叫 切面 六 图 12-1). 例如 在 平面 上 的 单位 殴 周 
于 十 六 一 1, 空间 中 环 面 (x* 十 六 十 2 二 3 一 16(x 寺 六) 
上 各 个 点 的 切线 以 及 切 平 面 ,可 如 图 12-1( 让 ，(i) 那样 
做 出 ， 这 样 的 切面 随 M" 上 点 的 运动 而 改变 ， 它 的 改变 很 自 
然 地 给 人 们 以 M" 是 光滑 的 感觉 。 当 把 这 一 事实 与 带 校 的 多 
面体 的 表面 比较 就 可 以 知道 了 ， 因 为 微分 流 形 M， 总 是 可 以 
实现 计 适 当 高 维 的 欧 氏 空间 ,所 以 也 叫 光 滑 流 形 . 

如 果 把 可 微分 曲面 于 各 个 点 的 切 平面 看 做 上 面谈 过 的 2 
维 向 量 空间 , 则 在 曲面 各 点 都 有 相 切 的 2 维 向 重 空 间 ， 我 们 
把 切 平面 全 体 叫 做 曲面 凡 的 切 向 量 从 . 

这 个 切 向 量 从 是 把 流 形 M” 光滑 地 嵌入 于 适当 高 维 欧 氏 
空间 R* 而 确定 的 ,这 是 为 了 便于 直观 地 机 出 切线 . 但 是 这 个 
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事实 , 仅 由 M* 而 不 必 嵌 人 于 R* 也 同样 成 立 。 因 为 在 M" 的 
各 点 有 对 应 的 维 向 量 空间 , 它 确定 切 向 量 从 . 

在 下 图 中 ,如 果 取 与 切 平面 垂直 的 直线 叫 法 线 , 或 者 说 在 
各 点 都 对 应 地 有 叫做 法 平面 的 向 量 空间 , 则 称 之 为 法 向 量 从 ， 
如 果 M” 所 嵌 人 的 欧 氏 空间 为 Rx, 则 各 点 所 对 应 的 向 量 空间 
的 维 数 为 N 一 有。 


车 
到 中 中 的 法 向 卫 从 和 切 向 量 愉 
图 12-3 


52 向 量 场 


首先 考虑 圆 盘 或 球面 ， 试 在 它们 各 点 的 切 平面 上 做 一 个 


向 量 , 如 图 12-4(i)。 《让 )( 各 点 的 切 平面 就 是 所 做 切 


向 量 的 


平面 ). 在 圆 盘 的 各 点 只 做 一 个 切 向 量 , 称 它 为 在 圆 盘 上 的 向 
量 场 。 因 为 要 考虑 它 的 拓扑 ,如 图 12-4(i), 以 某 直径 为 界 ,车 


向 量 突 然 改 变 方 向 这 就 产生 了 困难 。 又 如 图 12-4(i) 
点 的 移动 而 向 量 连 续 变 化 。 下面 我 们 观察 这 个 连续 的 


， 随 着 
向 量 场 


的 拓扑 (如 所 知 ， 在 这 里 不 给 连续 向 量 场 以 严密 的 定义 )。 
从 图 12-4Gi) 和 ( 运 ) 立刻 可 以 知道 , 对 辆 盘 与 球 苏 上 的 
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图 12-4 


向 最 场 ,不 论 你 怎样 动脑 去 做 都 出 现 奇异 点 . 《所谓 奇异 点 就 
是 在 该 点 向 量 为 零 向 量 , 即 有 向 线段 逐渐 缩小 ,在 该 点 有 向 线 
自 缩 为 一 点 ，) 从 各 种 实验 来 看 , 圆 盘 和 球面 都 要 出 现 几 个 奇 
蜡 点 。 与 此 相反 , 当 把 图 12-4( 寺 ) 的 赤道 看 做 圆周 ,以 及 (iv) 
的 圆 环 ,如 图 那样 存在 著 完美 的 无 奇 晃 点 的 向 量 场 ， 象 图 那 
样 的 向 量 场 , 圆 环 实际 上 是 表示 流体 ,向 量 场 可 以 看 做 是 表示 
流体 的 速度 向 量 , 使 人 们 易于 理解 它 的 状态 ， 在 这 里 所 谓 的 
向 量 场 , 它 的 疝 量 是 这 个 空间 的 切 向 量 ( 即 , 招 它 看 做 某 点 和 
它 邻 近 点 连结 的 有 向 线段 的 极限 )。 

这 样 的 ( 切 ) 向 量 场 的 奇异 点 ,看 起 来 似乎 是 多 种 多 样 的 、 
实际 上 , 仔细 地 进行 研究 , 从 拓扑 学 的 观点 来 看 , 仅 有 以 下 几 
种 。 


关于 圆 环 的 情形 。 可 以 起 向 量 场 看 做 某 流体 沿 着 向 量 那 
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样 流动 .向 量 场 可 以 看 做 表示 流体 运动 的 速度 向 量 ， 如 果 这 
么 看 , 则 图 12-5(i)(a) 的 奇异 点 是 流体 从 该 点 徐徐 流出 的 点 ， 
把 这 个 点 叫做 源 点 ， (ii)(a) 是 流体 徐徐 向 该 点 汇集 , 恰 与 源 
相反 ， 把 这 个 点 叫做 汇 点 (或 叫 眼 )，《 证 )a) 是 流体 绕 该 点 
旋转 ,把 它 叫 做 旋涡 。 (iv)(a) 是 旋涡 , 但 流体 从 外 部 逐渐 向 
该 点 靠近 ,把 这 个 点 叫做 焦点 。 

这 些 奇 异 点 都 具有 共同 性 质 。 如 图 12-5Cb), 以 奇异 点 
为 中 心 画 小 圆 (虚线 ), 在 这 个 圆周 上 各 点 画 出 对 应 向 量 , 把 这 
些 向 量 的 始点 平移 到 定点 * 如 图 12-5(c)， 以 。 为 中 心 按 矢 
的 方向 旋转 , 即 按时 针 的 方向 旋转 ,旋转 数 均 为 一 周 。 所 谓 旋 
转 一 周 , 是 措 在 奇异 点 的 小 圆周 上 任意 附 以 矢 的 方向 ,在 以 
为 中 心 的 画 周 上 了 到 同样 的 方向 ， 当 在 方向 一 致 的 情形 下 旋转 
一 周 时 ,这样 的 奇异 点 叫做 指数 是 1 的 奇异 点 ， 此 外 具 代 表 
性 的 奇异 点 ,如 图 12-6(i) 的 变 束 点 , 它 的 指数 为 一 1. 又 奇异 
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点 如 Ci 那样 由 两 个 奇异 点 合成 的 复杂 的 青 异 点 ， 它 是 指 落 
为 一 2 的 交差 点 ， 同 样 地 , 当 吉 为 整数 时 .也 可 以 考 由 一 m 为 
指数 的 交差 点 ， 同 样 也 可 以 考 培 指数 为 + 的 情形 。 如 图 12- 
7, 首 先 考虑 (i) 中 源 与 汇 点 为 不 同 奇异 点 的 向 量 场 , 当 把 这 两 
个 奇异 点 点 引 使 之 重合 时 ,如 (ii) 所 表示 的 ,可 以 构成 指数 为 
2 的 奇异 点 。 “ 


席 
yy A ss 


图 12-6 
可 以 举 出 各 种 告 异 点 和 它 的 指数 的 例子 ， 但 庞 加 药 证 明 
了 下 面 的 定理 。 
曲面 对 上 切 向 量 场 的 奇异 点 指数 的 总 和 等 于 该 曲面 的 欧 
拉 示 性 数 XMM)， 
作为 曲面 ,特别 是 圆 盘 刀 ， 因 XC(D) 一 1， 至 少 具有 一 个 
奇异 点 。 因 此 ,把 头 上 的 头发 使 之 处 于 自然 状态 ,把 头发 可 以 
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图 12-7 


看 做 切 向 量 , 这 时 根据 这 个 定理 的 结论 , 至 少 有 一 个 奇异 点 ， 
那 就 是 凑 上 的 小 .从 而 得 到 人 类 至 少 有 一 个 发 落 的 生物 学 的 
结论 。 


$53 可 微 函 数 


设 已 给 从 微分 流 形 M 到 尺 的 映射 产 M 一 尽 . 取 放 的 

一 个 点 p。 设 (Di, 9i) 是 含 搬 的 可 微 坐 标 . 这 时 
jpP:Fi 一 玉 

是 函数 。 因为 PiCR"。 所 以 对 于 fqp7! 可 以 考 碟 可 微 竹 ， 在 
这 里 设 fqp7':Vi 玉 RR 在 mi(p) 是 可 微 的 。 取 含 的 另 一 个 
[ 微 坐 标 《Uj;, q;)。 这 时 
pn:Vi>R, 
在 mn) 中 考虑 fp7, 从 图 12-8 可 知 
fpr = fpr (Pi). 
由 于 《Ui, qi) 与 (0;, 7) 是 可 微 坐 标 , 所 以 《pi “二 qiq7' 是 
可 微 的 , 厌 来 已 假定 加 六 可 微 , 所 以 fp7' 与 《qii) “可 微 ,从 
而 fp7! 在 q;(2) 是 可 微 的 . 即 映 射 了 是 在 某 点 ?定义 的 ， 它 在 
所 的 任 一 个 坐标 系 中 可 徽 。 则 在 含 上 的 所 有 坐标 系 中 都 是 
微 的 。 满足 这 一 假定 的 映射 J: M 一 R 叫做 可 微 函 数 或 
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Ci 


al 落 


Fi 


NU) p= ti 


图 12-8 


叫 光滑 函数 . 

以 前 所 述 , 我 想 问题 已 经 明确 , 为 了 能 够 更 直观 一 些 , 把 
微分 流 形 光滑 地 实现 到 高 维 欧 氏 空间 中 ， 以 便 更 确切 地 理解 
已 谈 过 的 事实 , 

如 前 所 述 ,已 把 放 光 滑 地 嵌入 于 适当 的 RY， 在 RV 上 增 
加 一 个 坐标 轴 , 把 它 看 做 RX， 这 时 MM 可 以 看 做 嵌 人 于 Re 
的 超 平面 R* 中 。 图 12-9 表示 在 R 一 R* 中 ,M 是 贺 局 ， 当 
f:M ~> 是 光滑 函数 时 ,如 在 图 12-9 中 , 当 M 的 点 ?在 f 下 
所 映 得 的 数 为 f(p) 时 ,这 个 点 2 的 谷 标 x2,"… sxw 不 动 ,而 
zg 学 标 值 服 fw), 即 

六 一 《22 tw FOP)). 
即 把 内 的 点 乡 在 了 的 映射 下 所 喘 得 的 数 并 5)， 仅 使 上 下 移 
动 为 名 。 这 时 ，M 上 升 到 R+ 中 。 媒 人 为 M'。 显然 这 样 得 
到 的 M' 与 M 同 征 。 而 且 , 这 个 M' 也 是 RN** 中 的 光滑 流 
形 


以 这 种 看 法 为 依据 ， 光 滑 函数 产 M -> R 实际 上 是 RY 
中 的 M'( 它 与 相同 ) 沿 ww 坐标 轴 方 向 的 正 射影 ,因此 ,前 
面 提 及 的 在 R* 中 光滑 的 谋 人 是 必 沿 第 *w 坐标 轴 方 向 的 正身 
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图 12-9 


影 , 这 就 是 对 光滑 函数 声 M 一 R 的 理解 

例如 图 11-17(ii)， Ra 中 的 环 面 M 沿 * 轴 方 向 正 射影 是 
某 光 滑 函 数 。 

如 果 把 流 形 看 做 地 形 的 山 和 谷 ， 则 沿 = 轴 方 向 的 正 射影 
就 是 标高 函数 ,因此 ， 任 意 的 光滑 函数 M ~> R, 可 以 断言 它 
是 M 的 标高 函数 ， 


$4 微分 同 是 


设 M,N 是 微分 流 形 ，h: M 一 N 是 连续 映射 对 于 任 
意 的 可 微 函数 f:N 一 R， 当 它 的 复合 函数 所 : M -> R 是 可 微 
函数 时 , 则 连续 映射 4 是 从 M 到 的 可 徽 喘 射 。 

特别 是 ，h: M 一 入 是 同 胚 ,如 果 # 与 4 可 微 ， 则 么 叫 
做 可 微分 同 苞 喘 射 或 微分 同 压 。 因 此 ,与 同上 胚 一 样 ,对 于 微分 
流 形 以 与 N 之 他 如 果 存 在 微分 局 卡 , 则 称 它们 微分 同 压 ， 

显然 ,微分 同 注 是 微分 流 形 之 癌 的 等 价 关系 ,可 利用 它 对 
微分 流 形 进行 分 类 。 这 样 , 在 微分 局 胚 下 所 保留 的 性 质 是 微 
分 拓扑 的 性 质 、 研究 这 方面 的 数学 分 科 叫 做 微分 拓 托 。 因 为 
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图 12-11 
微分 拓 提 在 一 般 拓扑 基础 上 还 考虑 微分 性 质 ， 所 以 是 比 … 般 
拓扑 更 精细 的 拓扑 。 
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六 为 以 后 与 向 量 场 有 关 ， 故 在 这 里 对 于 作为 微分 拓扑 典 
型 的 “ 挖 补 术 《也 则 换 球 术 ) 给 以 介绍 。 如 前 所 述 , 我 们 考虑 
微分 流 形 夺 的 可 微 函 数 f: M 一 R, 函数 f:M 一 R 是 沿 < 
灿 方 向 的 正 射影 ， 又 M 是 如 图 12-11 那样 的 环 面 ， 图 上 点 
饭 ， 思 ， 记 ,名 与 其 它 点 显著 不 同 ,在 该 点 处 的 切 平面 与 z 轴 正 
交 ， 且 具 有 显著 的 特征 。 由 于 在 这 四 个 点 的 切 平 面 与 * 轴 正 
交 , 若 用 函数 1: M 一 RR 来 表示 , 则 得 
Bf 0, Hg 

By 


Bx 


象 这 种 各 导数 均 为 0 的 姥 的 点 叫做 了 的 俐 界 点 , 即 , 用 上 述 正 
身影 表示 环 面 对 的 函数 f 具有 Pi, ps 声 ， Ps 四 个 临界 点 . 

一 般 地 , x 一 c《 常数 ) 表 示 垂 直 于 = 轴 , 交 = 轴 于 点 < 的 
平面 。 把 < 的 值 从 一 co 逐渐 增 大 ,平面 随 之 上 升 ,观察 该 平面 
与 流 形 M 的 交 对 。, 如 图 12-11(i), 以 环 面 为 例 , 当 。 取 绝 对 
值 较 大 的 负 值 时 ，M, 一 $&。 当 c 比 大 时 ,首先 M。 是 图 
周 , 当 < 取 值 c 时 ，M。 通过 临界 点 ps, 这 时 M。- 是 贺 局 上 两 
点 斤 到 一 起 。 即 两 圆 交 于 一 点 的 情形 , 当 “ 取 比 “: 大 的 值 时 ， 
MM 是 两 个 分 离 的 圆周 。 当 取 值 < 时 ，M。 通过 临界 点 pM 。， 
又 成 为 两 圆周 交 于 一 点 的 形状 ， 当 “ 大 于 c 时 ，M< 是 一 个 
画 周 , 当 “ 取 值 c; 时 ,临界 点 合 于 Ms。 实际 上 ,这 时 

Me 一 {pe}. 
当 “ 再 增 大 时 ，M。 是 空 集 氏 。 

通过 观察 看 到 , 当 “ 从 一 到 十 co 连续 变化 时 ,> 一 “ 平 
面 与 M 的 交 MM, 为: 

“如 果 = 一 “ 不 售 临 界 点 , 取 与 。 充分 近 的 , 则 对 与 
对 - 微分 局 胚 .” 

“如 果 z 一 c 含有 临界 点 ，s* 为 充分 小 的 正 数 , 则 对 -与 
Mee 不 同 胚 ”。 
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因此 , 要 在 临界 点 处 研究 机. 与 村 .rs 有 什么 不 同 。 设 
对 为 微分 流 形 ， 对 于 临界 点 pi 在 M 上 的 邻 域 的 状态 用 可 微 
薄 数 来 表示 是 非常 重要 的 ， 价 如 ,上 例 的 环 面 , 名 邻 域 用 


一 
表示 (图 12-12)。 一 般 地 ,车 把 原点 进行 变换 , 且 当 M 为 + 维 


图 12-12 


流 形 时 ,临界 点 ?了 的 邻 域 可 以 写 做 
Deixls ci= tl (i 1,2,..., 4). 
《上 例 的 环 面 变 为 好 一 好 ) 允 cix} 一 0 是 7 维 空间 的 二 次 超 
面 , 它 的 几何 形象 是 大 家 熟悉 的 。 它 的 形象 由 cj 为 一 1 的 
项 的 个 数 , 即 由 临界 点 的 垩 数 完全 确定 。 现 在 不 说 一 般 的 , 仅 
对 环 面临 界 点 P,， 志 来 说 , 给 出 它 的 结论 . 在 包 处 与 前 面 所 
说 过 的 p; 的 情形 一 样 ,该 邻 域 的 形象 为 
< 一 1 十 二 (一 二 )， 


如 果 形 垃 c; 芝 是 又 一 刀 , 则 型 数 > 一 1 在 广 前 后 的 M. 的 
情况 , 如 图 12-13 的 左上 部 分 ， 在 M--。 处 取 > 一 1 维 球 
5"1 一 5*《 即 图 上 的 两 点 a，,5). 敌 3 一 与 一” 维 球 
了 er Br: me Bt 
.207. 


SeiX Br Brrr tS Br 
-SXB! =BXS? 5s5°XBt 
图 12-13 Ss 
当 "= 2yr = 1 (型 数 ) 了 时 ，? 一 1 = 1 一 1 一 0 型 的 换 球 术 , 这 
时 ，sm: 一 5: 二 5t (圆周 : AaBDbC)， 
Sm 一 Smt = 5 (两 点 : ab， 
Br 二 B 一 B! (线段 )， 
则 有 
Smtx Br 一 59 XB! 《二线 脆 : 48B,CD), 
FX5! 二 B'Xx5* 《二 线段 : 4C,85). 
(线段 ) 的 积 58"! X B*" (图 12-13 右边 线段 4 与 CD) ， 
这 样 把 5"! X B? 一 从 M。,-s 中 除 掉 , 而 用 另外 的 
BxS™m—=BXS 
代 换 ,得 到 Ms。 取 切 除 的 8 X B”" 与 另外 附加 的 
Br x 3 一 !， 象 图 12-13 右 下 方 那样 合并 起 来 成 为 一 个 球面 
S" (这 种 情形 是 贺 启 51), 因此。 从 Mo: 到 Mses 的 变化 是 
从 M。_: 中 除去 所 考 虚 的 球面 3 一 的 一 部 分 8 : X B" 而 
加 上 球面 的 剩余 部 分 8” X 8 一 而 得 到 的 。 因为 Me。-e 利 
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SIXBare 有 XSereas StXBn 
图 12-14 SXB: =BXS! =5°XB: 
当 #=3,r=1 时 的 + 一 1 型 
的 换 球 术 ,这 时 
5 球面 ), 5 二 5?( 二 点 )、 
二 《图 周 ),， 3"=B' ( 线 
段 )， 
了 P= B+ ( 固 盘 )， 
所 以 
2X 二 5rx Bt (二 加 盘 )， 
x3 一 B+x s+ 《加 柱 )。 
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用 球面 变 为 Mats 所 以 说 对 于 M。-。 进行 了 > 一 1 型 换 球 
术 . 关于 在 刀 临 界 点 处 ,从 M。,-。 到 Mots 的 变化 , 如 果 招 图 
形 上 下 倒 过 来 , 则 操 做 过 程 应 当 是 一 样 的 , 总 之 , 它 是 0 型 换 
妹 术 。 图 12-14 是 ”一 3 的 0 型 换 球 术 。 

这 种 换 球 术 或 叫 环 柄 理论 ， 用 微分 拓扑 学 的 方法 可 以 相 
继 地 导出 高 维 流 形 的 一 些 性 质 。 
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第 十 三 章 ”动力 系统 与 结构 稳定 性 


$1 形 志 形 成 论 与 拓扑 学 


到 现在 ,如 大 家 所 知 拓扑 学 的 几何 内 容 是 很 有 趣 的 ,正如 
第 一 章 , 在 拓扑 学 的 进展 中 已 经 说 过 的 ,拓扑 学 不 仅 对 数学 的 
各 个 分 支 ， 就 是 对 于 其 他 科学 的 应 用 以 及 开辟 新 学 科 也 是 有 
力 的 方法 . 在 这 里 只 简单 地 介绍 托 姆 于 1969 年 发 表 的 论文 
“生物 学 中 的 拓扑 模型 ”. 

形态 形成 的 问题 阐述 了 生物 的 起 源 与 进化 ， 它 在 现代 生 
物 学 中 是 一 个 不 可 缺少 的 重要 课题 ， 因此 , 对 于 发 生 学 中 的 
发 生 、 繁 殖 等 方面 的 形态 形成 过 程 的 原因 ， 需 要 进行 很 多 实 
验 。 例 如 植物 的 趋 光 人 性、 光照 及 光 阻 止 植物 生长 的 5- 羟 基 哮 
啉 (Oxine) 的 化 学 物质 等 都 是 实验 中 要 考虑 的 因素 . 

可 是 ,万 事 不 能 都 立刻 就 抓 住 其 直接 原因 .而 较 多 的 是 当 
考察 一 些 深刻 的 原因 时 ,不 考虑 更 多 的 重要 因素 是 不 行 的 ;而 
且 它 们 是 非常 复杂 地 综合 在 一 起 ， 是 遗传 因子 的 分 化 呢 ? 还 
是 遗传 DNA 的 指令 (decode) 呢 ? 除 笼统 的 解释 之 外 几乎 尚 
处 于 无 法 着 手 的 状态 . 

其 次 ,形态 形成 问题 , 就 问题 本 身 在 理论 上 , 概念 上 在 现 
代 科学 中 确切 可 取 的 究竟 有 多 少 , 也 不 能 说 一 点 疑问 都 没有 . 
作为 理论 ,这 个 问题 必须 做 如 下 的 解释 : 

“假定 生物 学 中 的 所 有 局 部 形态 以 及 物理 现象 由 局 部 的 
生物 化 学 的 决定 论 所 确定 ,在 此 基础 上 ,利用 它 的 组 织 结构 对 
生物 的 整体 的 时 间 , 空 间 的 结构 稳定 性 与 繁殖 给 以 说 明 .” 

抬 问题 这 样 确定 下 来 。 可 以 看 到 这 种 理论 生物 学 的 基本 
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问题 与 拓扑 学 处 再 的 主要 问题 之 间 存 在 着 非常 密切 的 关系 。 

拓扑 学 如 司 在 第 六 章 中 叙述 过 的 ， 是 在 假定 了 局 部 性 质 的 基 
础 上 来 研究 拓扑 空间 的 整体 性 质 的 数学 ， 对 于 局 部 与 平面 具 
有 祖 同 结构 的 拓扑 空间 的 曲面 的 整体 的 研究 ,已 在 第 十 章 中 
讲 过 了 , 那 是 拓扑 学 的 一 种 典型 的 方法 。 又 如 在 第 十 一 章 中 
所 氢 述 过 的 ， 拓 扑 学 把 流 形 (空间 ) 的 分 类 作为 当前 的 主要 目 
标 ， 现在, 由 彪 加 荣 首 先 提出 的 定性 动力 系统 在 微分 拓 拭 成 
果 的 基础 上 已 得 到 发 展 ， 同 时 作为 拓扑 新 理论 的 结构 稳定 性 
理论 ,也 在 发 展 ,这 种 理论 在 处 理 生物 体 自 身 繁殖 结构 的 稳定 
性 理论 问题 上 是 非常 有 力 的 工具 ， 而 且 这 种 定性 的 动力 系统 
的 理论 ,不 仅 对 于 生物 学 ,也 包括 生物 ,无 生物 在 内 ,就 是 对 于 
含有 不 连续 概念 的 所 有 形态 过 程 的 研究 都 可 广 为 利 用 . 

这 里 值得 注意 的 是 ， 对 任何 形态 过 程 作为 研究 对 象 的 各 
物体 ,必然 要 附带 着 不 连续 的 概念 .到 旭 前 为 止 ,由 于 古典 数 
学 都 是 建立 在 假定 连续 的 基础 之 上 的 ， 不 连续 终究 很 难 表达 
成 解析 式 。 由 于 这 种 理由 ,对 于 生物 的 分 化 ,结晶 的 成 长 等 等 
的 形态 形成 ,用 解析 式 或 函数 量 的 模型 来 研究 是 不 可 能 的 .在 
这 样 的 一 些 分 支 中 ， 上 述 拓扑 的 定性 新 理论 比 古 典 分 析 进 行 
的 定量 的 计算 上 共有 有 利 的 立足 点 。 


$2 动力 系统 

关于 形 志 形 成 问题 的 候 定 ; 

“局 部 现象 由 局 部 的 决定 论 来 确定 …'… “ 

招 这 种 息 法 用 数学 精密 地 表示 出 来 的 最 好 形式 是 微分 广 
程 ， 由 籁 分 方程 来 表达 局 部 的 决定 论 在 物理 学 , 特 洲 是 在 力 
学 中 有 典型 的 例子 . 

例如 在 真空 中 ,质量 为 的 物体 在 力 F 一 《Fs Fo FF;) 
的 作用 下 ,在 空间 RX ay 为) 中 的 运动 状态 ,利用 牛顿 第 二 
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力 一 质量 Xx 加 速度 ， 


可 写 做 
x ax xz 
Fi—m -a ， F, pF 3, Fm 用 ， 
即 首先 给 出 微分 方程 
Ri 一 mm 1 2 3 
4 


求解 (积分 ) 速 度 vv， oa， 2) 以 及 物体 的 位 置 z(zis zay 
三 )， 由 初始 条 件 完全 确定 ( 力 F(F,,F;, F;) 为 方便 计 可 以 取 


常 值 )， 这 时 ,因为 ~ ww, 上面 的 微分 方程 可 以 写 做 


的 6 个 方程 的 微分 方程 组 。 在 这 里 把 (#1, zs 3) ,Cvs v2, v4) 
以 及 时 间 * 的 组 叫做 点 (zs 和， 鸭 ，s ps 思念, 可 以 把 它 看 
做 7 维 欧 氏 空间 R? 中 的 一 点 。 如果 把 R 的 点 的 分 量 用 同 
一 文字 (as zs … …， 为 ) 表示 , 则 上 面 的 微分 方程 组 还 可 写 做 


Mi gi i 1 2 3, 


dt 
ga Pi 
Ea mm 
ar 
a (和 由 
上 式 的 右边 是 4，xw，*……,* 的 函数 ,一 般 地 用 记号 Xi 
za。'…， 为) 来 表示 。 这 一 力学 的 问题 在 R? 中 就 转化 成 考虑 
微分 方程 组 


一 4 5, 6。 
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的 问题 ， 当 然 右边 的 孙 数 Xi (zy *2、……， 心 ) 无 必要 遍 取 到 
的 所 有 点 ,只 考虑 它 的 一 部 分 就 已 够 充分 , 在 很 多 情形 下 , 只 
考虑 R' 的 某 一 个 流 形 MM, 仪 在 M 的 点 上 来 考虑 上 面 的 微分 方 
程 组 . 

因此 ,这 个 微分 方程 组 在 适当 的 条 件 下 对 初始 值 (xz， 好 。 
…… 双 ), 至 少 在 局 部 的 积分 下 得 到 解 

《2) 一 有 (和 
这 组 解 是 , 当 给 定 初始 条 件 (x2, 好 ,… -zx?) 后 , 它 是 从 该 点 发 
出 的 一 条 曲线 (积分 曲线 )、 当 在 某 时 刻 上 时 ,该 质点 的 位 置 
与 速度 由 在 时 刻 一 x; 所 对 应 曲线 上 的 其 它 的 坐标 所 决定 
这 样 质点 运动 的 整体 也 由 决定 论 所 确定 。 从 而 何 日 何 时 在 哪 
个 方向 上 能 看 见 水 星 , 以 及 发 生日 蚀 等 等 能 够 做 出 预报 。 位 
随 由 这 个 时 代 的 牛顿 在 力学 上 的 成 就 而 推动 了 物理 学 的 大 发 
展 , 产生 了 所 谓 拉 普 拉 斯 的 恶 桨 的 说 法 。 由 于 这 个 恶魔 知道 
支配 宇宙 所 有 物体 的 微分 方程 组 ,从 而 对 明天 的 世界 ,来 年 的 
此 界 怎样 变化 ,恶魔 通过 积分 如 上 例 中 的 方程 ,加 进 初 始 条 件 
进行 计算 ,对 什么 都 可 以 预报 出 来 ， 甚至 可 以 说 ,明天 我 怎么 
样 ,我 什么 时 候 死 , 恶魔 都 能 知道 , 这 完全 是 令 人 不 快 的 决定 
论 的 恶魔 ,但 在 恶魔 的 思想 方法 中 有 下 面 两 个 重要 的 缺点 ; 

1” 恶魔 虽然 知道 支配 世界 的 微分 方程 组 ,但 象 想 象 的 那 
样 随 意 建立 是 意 想 不 到 的 困难 。 如 (1) 式 右边 那 祥 ,用 数学 式 
子 表示 自然 现象 , 除 牛 顿 研究 的 重力 ,力学 之 外 ，, 连 电磁 现象 
也 不 能 表示 。 对 于 其 它 很 多 现象 ,从 (1) 式 的 右边 , 连 很 近似 
的 实验 式 都 求 不 出 来 . 

2? 即 或 (1) 式 的 右边 已 知 , 但 是 一 般 地 不 一 定 可 积 . 这 样 
得 到 解 (2) 的 表示 式 几乎 不 可 能 ， 在 很 多 场合 ,甚至 连 与 已 给 
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初始 值 对 应 的 近 位 估 都 得 不 到 , 

由 于 这 种 原 内 ,为 了 了 解 它 的 现象 ,必然 要 利用 不 完全 的 
《1) 式 的 右边 ,以 及 不 完全 的 近似 解 。 在 这 里 ,如 果 将 (1) 式 的 
右边 稍 加 变动 ,(1) 的 解 (2) 会 不 会 发 生意 外 的 变化 ,也 就 是 担 
心 辛勤 计算 的 近似 解 是 否 确实 有 用 .现在 电子 计算 机 的 速度 
很 高 , 对 微分 方程 组 (1) 的 积分 申 线 的 近似 值 , 对 于 给 定 初始 
值 是 很 容易 计算 出 来 的 ， 但 是 完全 无 意义 的 计算 是 难以 达到 
且 的 的 .在 这 里 , 把 (1) 式 右边 稍 做 变动 , 积分 曲线 的 整体 性 
质 会 是 怎样 ? 对 此 ,很 有 研究 的 必要 。 现 在 以 火箭 为 例 , 从 地 
球 发 射 的 火 科 , 技 发 射 的 方式 使 火箭 分 别 地 落 回 地 球 、 或 成 为 
地 球 卫星 \ 或 者 围绕 月 球 与 地 球 的 轨道 运行 ,这 时 对 它们 的 分 
界限 进行 研究 是 非常 重要 的 ,其 它 更 细致 的 问题 另 当 别论 ,就 
仅仅 做 到 这 一 最 低 限度 也 是 不 无 困难 的 . 

作为 研究 这 种 问题 的 数学 ， 法 国 的 大 数学 家 和 物理 学 家 
庞 加 菜 于 1881 年 提出 定性 动力 系统 的 理论 。 这 种 定性 的 动 


图 13-2 
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力 系统 是 把 对 微分 方程 组 (1 的 积分 曲线 的 个 别 研 究 转 化 为 
对 积分 曲线 的 整体 性 质 的 拓扑 研究 。 所 谓 整 体 就 是 “于 是 终 
于 ……- 成 为 "， 在 上 例 中 ， 火箭 终于 落 回 地 球 , 或 终于 成 为 地 
车 的 人 造 卫星 , 它 的 界限 是 终于 是 否 降落 ， 

象 这 样 进行 定性 的 研究 ， 才 能 放心 地 用 计算 机 来 计算 它 
的 近似 解 ， 现 代数 学 ,特别 是 由 于 计算 机 的 发 展 ,对 定性 的 要 
术 更 加 迫切 ， 因 此 ,这 种 方法 在 理论 上 将 才 开 始 , 是 比较 难 的 
丙 论 ,实际 上 是 形态 形成 过 程 中 的 最 午 要 的 理论 . 

微分 方程 组 (1) 的 解 ， 在 几何 中 是 从 初始 点 《 邓 。 地， 
好 ) 发 出 的 R*Y 上 的 一 条 曲线 ， 力 学 的 现象 , 一 般 地 是 流 形 M 
上 的 曲线 , 这 就 是 它 成 为 一 个 几何 问题 的 原因 ， 如 果 按 这 种 
想法 ,在 M 上 孝 虑 微分 方程 组 (1), 首 先是 把 


(各 2 2 
dd” ”de 


看 做 (1) 式 左边 所 表示 的 向 量 ， 因 为 2 一 Xi， 所 以 在 M 上 


各 点 《zs mm …，zo) 都 附着 一 个 印 向 量 X 一 (XX,…… 
Xa): 则 (1) 式 可 以 看 做 M 上 的 切 向 量 场 天. 

总 而 言 之 , 某 一 力学 间 题 可 归结 为 当 给 定 流 形 M 和 它 的 
切 向 量 场 Xx 时 ， 求 出 从 基点 出 发 且 切 于 该 向 量 场 的 曲线 或 加 
道 的 几何 问题 ， 在 这 种 意义 下 , 拓扑 学 也 可 以 说 是 关于 流 形 
对 及 其 向 量 场 Xx 的 动力 潍 统 (M, X)。 从 而 动力 系统 无 非 是 
某 力学 过 程 的 几何 表现 。 由 于 向 量 场 的 给 定 方式 不 同 , 也 引 
和 进 一 些 与 力学 无 直接 关系 的 场 ,因此 , 它 科 构成 现代 数学 的 独 
立 的 体系 . 


$3 动力 系统 的 结构 稳定 性 
例如 取 平面 上 的 
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等 ( 略 去 :, 用 2 维 来 表示 ) 为 平面 RR 上 的 向 量 场 ,如 图 13-3 
i) 的 (R*, X) 是 一 个 动力 系统 ，MM 是 环 面 了 ?的 向 量 场 ， 取 
如 图 (ii) 那样 的 场 了 , 这 时 《7T?, 了 ) 也 是 一 个 动力 系统 。 


(3) (RD 


{1) (THY) 
图 13-3 
考虑 地 球 的 一 部 分 , 夯 各 钙 的 等 高 线 , 在 地 图 的 各 点 画 出 
从 高 向 低 的 方向 , 与 等 高 线 垂直 且 以 它 的 梯度 (gradent) 为 大 
小 的 向 量 , 也 构成 一 个 动力 系统 (图 13-4)。 


图 13-4 
注意 到 ,把 平面 R* 光 滑 地 霸 人 于 RY， 将 它 看 做 R 党 = 
轴 方 向 正 射影 的 函数 , 它 是 可 微 的 妈 的 向 旦 场 。 这 正 象 在 第 
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十 一 章 中 已 经 说 过 的 可 微 函数 f:R* 一 是 相同 的 , 因此 ， 
所 得 到 的 向 量 场 X 必 为 函数 1 的 梯度 , 即 
{8 HN 
* (起 ， 站 ) gredf. 
当然 不 仅 限于 民 ， 取 任意 的 可 微 x- 流 形 M ,利用 任意 的 


可 繁 表 数 全 MM 一 RR， 令 X 一 (2 2] 一 一 gradf， 
a ~ 


Em 
构成 动力 系 (M ，X) 。 称 之 为 具有 梯度 向 量 场 的 动力 系统 。 
是 研究 力学 性 质 的 最 基本 的 动力 系统 。 

我 们 在 动力 系统 概念 的 基础 上 ， 当 然 不 是 求 得 原始 的 积 
分 曲线 ， 而 是 在 假定 对 那些 曲线 已 经 了 解 的 基础 上 进行 研究 
的 。 由 于 微分 方程 理论 的 发 展 , 关于 解 的 存在 和 唯一 性 已 经 
明确 ， 特 殊 的 如 果 需 要 利用 计算 机 在 很 短 时 间 内 计算 出 任何 
精度 的 轨道 , 这 在 现在 是 可 以 做 到 的 。 现在 我 们 可 以 坦然 地 
对 待 象 这 样 的 一 般 的 假定 ,做 了 这 禅 假 定之 后 的 问题 是 ,例如 
对 于 每 棵 树木 都 已 精确 的 了 解 ， 那 么 这 些 树 木 会 形成 什么 形 
态 的 森林 的 大 范围 河 题 就 成 为 主题 . 

在 动力 系统 (M ，X) 的 拓扑 研究 中 , 作为 本 质 的 概念 就 
整体 来 说 应 当 考 虑 什么 呢 ? 简单 地 对 于 球面 8 取 它 的 向 量 场 


图 13-5 
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X,。 在 图 13-5(i)。(ii) 的 动力 系 绕 中 , 大 体 上 画 出 代表 各 个 
向 量 场 的 轨道 ， (i) 中 表示 不 论 从 5 的 吗 一 点 出 发 , 轨道 都 
向 南极 5 前 进 , 到 南极 3 停止， 在 (i 中 ,是 以 平行 赤道 的 平 
行 平面 的 截 口 的 贺 周 作为 轨道 ， 对 于 8* 上 的 这 样 的 向 量 场 ， 
即 或 少许 变化 , 它 与 原 秽 量 场 的 状况 不 变 , 从 这 一 观点 来 看 ， 
《iD 情形 的 向 量 场 不 论 怎 样 稍 有 变化 ,仅仅 是 3 的 位 置 稿 有 变 
化 ， 不 论 从 哪个 点 由 发 的 轨道 邦 铅 车 所 移动 的 点 的 方向 前 
进 , 终止 点 仍然 不 变 。 但 是 若 拒 (ii) 情形 的 向 量 场 的 所 有 向 
量 方 向 同样 逆向 下 稍 和 改变 时 , 则 变 为 (i) 的 商量 场 , 即 平行 
林道 平面 截 训 的 加 周 群 的 闭 轨 道 变 为 不 相似 的 向 量 场 。 象 
(ii) 那 誉 稍 经 变化 ( 摄 动 ) 下 ,样子 发 生变 化 , 这 样 的 情形 不 适 
合 于 做 大 范围 研究 的 对 象 , 这 种 不 稳定 的 情形 要 除 控 ， 与 此 
相反 ,在 动力 系统 的 拓扑 中 , 招 向 量 场 (任意 地 ) 稍 加 变化 仍 具 
有 与 原来 相同 的 拓扑 性 质 的 结构 稳定 的 动力 系统 以 及 该 系统 
所 具有 的 稳定 的 性 质 作为 研究 的 对 象 。 

到 现在 为 止 , 实际 是 进行 了 轻松 的 讨论 。 这 料 易 于 抓 住 
主要 的 想法 。 从 理论 上 来 说 , 对 所 谓 身 量 场 的 稍稍 变化 的 正 
确 意义 是 ,在 流 形 对 的 切 向 量 丛 中 引入 拓扑 , 设 它 是 拓扑 空间 
B。 这 时 , 由 于 向 量 场 X 在 M 上 各 点 都 对 应 一 个 向 量 , 因 此 ， 
向 量 场 X 成 为 映射 X: M 一 B。 由 于 它 是 拓 补 空间 ， 因 此 映 
射 是 连续 的 , 它 是 前 面 所 提 及 的 连续 向 量 场 。 如 果 M 是 微分 
流 形 , 则 8 本身 也 是 微分 流 形 。 如果 有 映射 全 可 微 , 则 向 量 场 X 
是 可 微 向 量 场 ， 梯 度 向 量 场 是 它 的 典型 的 例子 ， 现 在 在 这 里 
把 向 量 场 稍 加 变动 ,所 谓 摄 动 是 由 连续 的 向 量 场 , 即 从 M 到 B 
的 连续 映射 所 构成 沙 激 空 间 CCM ,8B)( 这 个 函数 空间 是 由 第 
八 章 所 说 过 的 列 紧 拓扑 或 紧 致 开拓 扑 所 构成 的 距离 空间 ), 于 
是 x 是 这 个 函数 空间 的 一 个 点 ， 在 这 个 函数 空间 中 由 XX 点 的 
充分 小 开 邻 域 中 的 点 X’ 所 确定 的 向 量 场 为 X':M 一 B， 可 
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短 向 量 场 也 同样 地 可 以 看 做 可 微 映射 的 函数 空间 D (MM， 
8).、 这 一 点 很 重要 , 与 此 有 关 的 问题 还 很 多 ， 为 简便 起 见 ， 
我 们 将 按照 托 姆 的 想法 来 讨论 . 

下 面 的 例子 是 以 映射 代替 向 量 场 的 动力 系统 .首先 考虑 
环 面 U 一 B? x 5', 把 可 到 本 身 的 微分 同 奈 (如 图 ) 设 为 f。 芭 
设想 U0 二 B’ X 5 为 弹性 体 , 首先 把 5 看 做 是 2 倍 长 的 册 周 


8 ?是 以 二 为 直径 的 图 盘 8 那么 就 由 它们 构成 纪 长 的 加 


环 面世 ,如 图 , 设想 它 在 口中 , 于 是 存在 从 器 到 VU 的 微分 同 

三 f:0 一 i， 其 次 把 U; 看 做 象 前 面 那 样 , 在 中 有 

如 ,把 UV 的 局 长 拉 长 二 们 ,以 及 由 局 的 直径 .为 直径 的 加 盘 

所 构成 的 融 环 设 为 Us。 讽 样 把 U, 闭 做 Z7， 则 在 辟 中 有 盘旋 

四 周 的 细 长 圆 环 (在 UV 中 盘旋 两 次 )， 当 :0 一 时 , 把 

看 做 : 
fof = f:U ~ U,, 


图 13-6 
下 面 同样 地 可 把 U, 看 做 态 ， 而 在 zx: 中 的 细 长 圆 环 面 看 做 
U,, 则 有 :0 一 Us, 一 般 地 可 得 
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PU—> DU, 
因为 这 个 动力 系统 可 以 用 向 量 场 表示 ， 它 与 上 述 动力 系统 本 
质 上 是 相向 的 , 而 且 这 种 叙述 方式 易于 抓 住 它 的 特征 。 这 个 
动力 系统 对 于 号 的 任何 点 首先 映 为 0, 的 点 , 其 次 映 为 Ui 的 
点 ，…， 最 后 映 为 细 长 的 5s。 在 这 里 ， 最 后 逐渐 逼近 于 图 形 
V = lim U,. | 


这 个 集合 了 是 由 叫做 局 部 的 康 托 尔 集合 的 朴 空 间 与 线 必 的 直 
积 所 构成 的 .因此 ,这 个 动力 系统 也 是 结构 稳定 动力 系统 之 一 ， 

这 样 的 动力 系统 结构 稳定 性 的 概念 ， 是 根据 火 第 、 弹 道 
等 等 工程 的 变 求 , 于 1935 年 由 苏联 学 者 安 东 洛 诺 夫 (Auipo- 
8OB) 和 邦 特 列 雅 金 〈IIoarpsraa) (著名 的 拓扑 学 家 ) 所 引信 
的 ， 为 了 使 这 个 和 概念 成 为 动力 系统 的 中 心 概念 , 当 给 定 流 形 
MM 时 , 对 构造 向 量 场 的 方式 稍 加 改变 ， 在 对 的 所 有 动力 系统 
CM，X) 的 集 台 闪 中 ,由 结构 稳定 的 系统 所 构成 的 子 集 5 必须 
在 刀 中 釉 密 (这 里 了 的 拓扑 如 前 所 述 , 利 用 M 的 距离 来 给 定 )- 
按 这 种 观点 ,在 第 七 章 中 所 说 的 员 尔 定理 在 这 里 是 很 适用 的 。 
名 果 3 在 DP 中 黎 密 , 则 在 DP 的 年 何 点 的 邻 域 必 痢 存在 5S 的 点 。 
因此 ,任意 动力 系统 都 可 以 用 结 梅 稳定 的 动力 系统 来 逼近 ,或 
者 从 代表 的 角度 来 看 , 仅 考 虑 结构 稳定 系统 , 足 可 以 得 到 大 范 
国 的 所 有 性 质 , 这 就 是 保证 稳定 系统 的 重要 诛 六 这 个 问题 ， 
当 流 形 M 的 维 数 二 2 时 正确 ,已 由 M- 派 赫 托 (Peixoto) 给 出 
了 证 明 , 而 当 MM 的 维 数 之 4 时 不 正确 ,已 由 斯 梅 尔 给 出 证 明 。 
对 于 一 般 情形 ,结构 稳定 系统 的 概念 所 要 求 的 条 件 不 变 , 所 以 
它 是 最 强 的 条 件 . 


5 4 稳定 平衡 点 
在 这 里 ， 对 于 结构 稳定 动力 系统 的 概念 必须 进行 深入 的 
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研究 .为 此 ,我 们 把 动力 系统 用 微分 方程 (1) 表示 , 兆 下 它 的 
解 (2) 的 大 范围 的 渐 近 性 质 ， 解 (2) 的 积分 曲线 AD， 当 + 一 
oo 时 , 它 趋 近 于 某 点 9。 把 这 个 点 叫做 该 系 的 平衡 点 而 且 通 
过 平衡 点 4 邻近 的 任何 点 乡 的 积分 曲线 也 必 趋 向 于 点 9， 当 
决 无 从 4 发 出 的 积分 曲线 时 ， 点 2 叫做 这 系 的 稳定 平衡 点 . 
在 图 13-5Gi) 所 表示 的 球面 动力 系统 中 , 点 S 是 稳定 平衡 点 ， 
在 前 面 陋 环 面 的 动力 系统 中 , 子 集 7 的 各 点 都 是 稳定 平衡 点 ， 
车 这 样 的 稳定 平衡 点 9, 当 向 量 场 做 充分 小 的 报 动 时 使 9 变 
动 为 与 它 邻 近 的 点 49, 则 称 之 为 结构 稳定 的 ， 前 面 提 到 的 球 
面 \ 圆 环 面 的 稳定 平衡 点 是 结构 稳定 的 ,又 如 地 图 的 等 高 线 记 
构成 的 梯度 向 量 场 的 动力 系统 ， 它 的 稳定 平衡 点 都 是 结构 稳 
定 的 。 湖 ( 不 再 流 人 河 ), 海 的 最 深 点 也 是 这 种 结构 稳定 的 稳 
定 平衡 点 ， 但 是 从 男 环 面 的 动力 系统 的 例子 中 可 以 夏 到 , 结 
梅 稳定 的 稳定 平衡 点 在 空间 就 非常 复杂 ， 这 是 一 个 难点 。 


可 是 ， 如 同 梯度 向 量 场 那 样 ， 结 构 稳定 的 稳定 平衡 点 是 
单纯 的 点 的 情形 也 很 多 ， 首先 , 作为 理论 的 第 一 阶段 ， 打 算 
先 处 理 这 样 单纯 的 动力 系统 ， 最 近 , 苏联 的 数学 家 阿 诺 索 夫 
(aaocop) 和 美国 的 拓扑 学 家 斯 梅 尔 ,以 这 种 沽 察 为 基础 ,首先 
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定义 所 谓 一 般 的 阿 诺 索 夫 稳 定 平衡 点 的 结构 稳定 的 祝 念 ， 在 
某 种 限制 的 基础 上 ， 这 种 夭 定 平衡 点 构成 闭 局 期 轨道 或 闭 列 


周期 轨道 , 而 且 一 般 地 是 在 高 儿 


且 指 出 了 它 常 为 有 限 个 。 


空间 ,这 种 结构 比较 易 慌 , 而 


在 所 论述 的 动力 系统 中 ,还 有 一 个 重 训 的 和 概念 , 那 就 是 稳 
定 平衡 点 的 流域 。 以 图 中 的 梯度 向 量 场 为 例 , 这 里 是 四 条 河 
的 河源 , 雨水 流 人 河中 , 河水 向 稳定 平衡 点 , 即 向 湖 或 海 方向 
流 去 。 在 这 里 任 细 地 观察 , 降 在 哪里 的 雨水 向 哪个 稳定 平衡 
点 流动 。 如 图 那样 面 出 分 水 岭 ， 由 它们 划分 成 四 个 部 分 B,， 
B,， B，, B,, 它们 是 向 不 同 河流 流 人 的 区 域 , 即 表示 各 个 稳定 


平衡 点 的 流域 .这 些 流 域 把 集合 MM 分 割 开 来 ,因为 在 某 流域 中 


的 某 点 是 向 着 它 的 稳定 平衡 点 方向 前 进 的 ， 由 流域 对 M 的 分 
割 赋予 这 个 动力 系统 的 定性 行为 的 全 体 以 完全 的 特征 。 我 们 
观察 自然 的 地 形 ， 它 的 分 水 岭 ， 如 图 那样 意 想不到 的 是 几何 


《部 分 是 可 微 的 ) 


线 , 这 不 能 不 使 入 们 惊叹 . 


若 这 个 流域 成 为 梯度 向 量 场 的 动力 系统 ， 则 它 是 比较 单 
纯 的 空间 ,而 且 由 流域 对 村 的 分 割 在 结构 上 是 稳定 的 ,可 是 在 
一 般 的 动力 系统 中 ,包含 着 结构 不 稳定 的 非常 复杂 的 情形 .在 
这 种 动力 系统 中 ,了 从 某 一 点 发 出 ,而 发 展 的 结果 如 何 是 不 确定 
的 .这 种 事实 就 是 在 完全 确定 的 系 绕 中 。 在 结构 稳定 的 系统 


中 ,对 它 进行 结果 的 定性 猜想 


bb 会 


i 现 完全 不 确定 的 情形 ,这 


是 哲学 地 揭示 了 的 重大 事实 (以 身边 的 事物 为 例 , 即 在 投 搓 硬 
币 时 ,预先 猜想 是 表 还 是 里 , 这 与 上 述 现象 是 一 致 的 )， 象 这 


样 对 复杂 流域 分 割 的 例子 ,如 


图 


13-8, 用 实 线 来 划分 Bi, B， 


的 流域 ， 点 5 是 第 十 二 章 中 说 过 的 鞍点 ,而 myex 是 稳定 平衡 
点 .分 水 岭 逐 渐 向 男 周 5 渐 近 地 氛 曲 .于 是 邻近 C 的 点 当 向 量 
场 稍 加 变动 时 ， 则 属于 流域 马 的 点 ,有 的 立刻 变 为 属于 刀 的 
点 .反之 ,也 是 一 样 , 不 确定 性 必然 地 在 结构 稳定 中 有 所 体现 . 
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图 13-8 


$5 结构 稳定 映射 


到 现在 为 止 ,已 经 阐述 了 用 动力 系统 《MX) 表示 物理 
现象 以 及 生物 化 学 现象 的 思想 方法 ， 大 部 分 是 针对 当时 的 县 
的 而 进行 的 ( 决 不 是 胡来 ), 即 ,M 上 的 决定 论 即 或 不 能 用 (MM、 
X) 完全 表示 出 来 , 但 是 在 M 的 局 部 上 上 是 可 以 做 到 的 ， 而 

于 完全 表示 ,也 有 由 于 现状 的 复杂 而 不 可 能 做 到 的 情形 . 

尤 其 是 ， 对 于 梯度 向 量 场 ， 有 时 把 向 量 场 区 以 可 微 函 数 
VM 一 妨 来 代替 ,考虑 问题 比较 方便 。 

在 这 种 理由 下 ,代替 动力 系统 取 M 的 局 部 局, 利用 从 如 到 
某 维 数 的 欧 氏 空间 R" 的 映射 g:U 一 R” 的 集合 族 .在 这 
里 的 UU， 当 M 的 维 数 为 #* 时 ,只 须 取 # 维 欧 氏 空间 R* 就 可 
以 。 即 可 把 动力 系统 《村 ，X)》 看 做 可 微 映射 族 8:R" 一 
R”"， 亦 即 从 R" 到 R” 的 可 微 函 数 空间 DP(R”"，R”) 的 子 集 ， 
这 时 , 所 渭 在 (MM, X) 上 XX 的 摄 动 是 把 g:R" 一 R", 用 和 它 
们 充分 近 的 D(CR*,R”") 的 元 8g';R" 一 如" 来 代替 ， 这 时 8 与 
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28" 是 否 同 胚 ? 使 间 量 场 的 摄 动 与 结构 稳定 性 相对 应 、 关 于 可 
微 映射 ， 大 都 由 微分 拓扑 学 家 在 进行 研究 ， 因 为 它 与 梯度 向 
草场 有 关联 ， 特 别 是 对 于 可 微 函 数 了 :M" 一 民 的 一 些 结果 
介绍 如 下 : 

首先 , 在 微分 映射 了;R" 一 >R 中 的 主要 问题 是 , 在 第 十 
二 章 中 说 过 的 辣 界 点 , 或 叫 奇异 点 。 在 这 个 点 处 所 有 的 偏 导 
数 8V /8xi 一 0。 招 它 放 在 梯度 向 量 场 中 , 它 成 为 平衡 点 ， 间 
题 是 什么 样 的 奇异 点 是 结构 稳定 的 ? 答案 是 如 第 十 二 章 说 过 
的 , 当 抬 变量 适当 地 改变 时 , 在 点 乡 处 , 般 数 了 可 以 写 做 


Sr- 
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图 13-9 


的 非 退 化 临界 点 是 结构 稳定 的 奇异 点 ， 特别 是 了 :已 一 下 
在 非 退 化 临界 点 ”的 邻 城中 ,了 有 下 列 三 种 情形 . 

若 尺 的 点 ?是 结构 不 稳定 的 奇异 点 ， 加 下 比 7:R" 一 
丸 小 的 且 它 的 高 阶 导 数 均 为 0 的 可 微 函 数 57 ,然后 再 进行 报 
动 ， 得 到 函数 了 上 3V 的 拓扑 型 ， 它 可 分 为 由 有 限 个 可 微 
函数 的 线性 组 合 表示 的 有 限 维 余 维 数 与 不 能 表示 的 无 限 余 维 
数 两 各 情形， 有 限 余 维 数 的 奇异 点 就 是 前 面 已 经 确定 的 稳定 
平衡 点 ， 例 如 , 令 V:R* 一 RR, 当 nn 一 1 时 ,VV 一 必 在 + 一 0 
是 奇异 点 , 对 于 报 动 后 函数 的 拓扑 型 为 如 一 *， 变 为 双 十 zx 
即 为 可 能 出 现 四 或 不 四 的 情形 ， 这 时 的 余 维 数 是 1， 参 照 图 
13-10。 与 之 相反 ,指数 函数 
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图 13-10 


—1 
了 一 op(S) 
是 无 限 余 维 数 和 的。 对 这 方面 稍 做 细致 的 论述 。 首 先 ， 
f:R"— R™”, 
(0) — (7) 
是 可 微 函 数 ,但 忒 0) 一 0, x & R', y&€ R”"。 这 时 可 微 映射 
F:R"tk—> 及 ms 
(x3 0) = 9» 0) 
是 F(x,0) 一 f(x), 即 当 F 的 限制 为 FIR” ~ 时 ,了 称 为 1 
的 全 参数 变形 。 
因此 , 给 定 的 可 微 鼎 射 4 的 所 谓 广 义 开 拆 (unfolding) 是 
9- 参 数 变形 的 族 {G}， 但 是 这 个 变形 族 具 有 下 列 性 质 ; 当 和 任 
意 给 定 f 的 -参数 变形 时 , 存在 由 G 
(Cz, p20)) > (ys gC) 
所 构成 的 变形 , G, 与 E 具 有 相同 的 拓扑 型 的 微分 映射 
P:Rt—> Re, 
(0) = (0). 
在 这 里 所 谓 与 G, 具有 相同 的 拓扑 理 , 即 在 下 列 的 图 式 下 的 
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合成 映射 相 局 ,也 就 是 

HO 一 Ph 
与 x 有 关 的 局 部 微分 同 胚 h:R* 一 R" 以 及 有 rR" 一 Rn 
《在 名 个 点 的 邻 域 中 如 微分 同 胚 那样 的 满 射 的 连续 映射 ) 存 
在 。 如果 


(x3 4) -> 9 4) 
|s , 所 
(xs 0- (7, 0) 
则 在 可 微 函 数 了 :R"* 一 尺 下 ,> 为 奇异 点 , 且 它 的 有 限 余 维 数 
为 忘 , 这 时 ,这 个 广义 开 折 G 记 作 


天 
Glx, v) 一 了 (es) 十 > wgs, ws € RR, 
守 


这 里 g, 所 可 微 函数 g,: R* ~ R. 
重 讲 的 是 ,在 稳定 平衡 点 处 ,函数 了 的 摄 动 与 在 G(x, 2 
中 经 x 一 >v 置换 后 的 函数 相同 :。 即 了 的 摄 动 完全 由 与 
8 给 出 ， 例 如 ,了 一 尖 的 广义 开 折 为 VV 一 长 十 wz,w€ RR 

这 个 广义 开 折 在 生物 学 的 模型 中 起 车 中 心 的 作用 ， 这 个 
概念 到 目前 为 止 ， 壮 传 学 家 以 及 分 子 生物 学 家 还 是 含混 地 使 
用 信息 的 粕 念 ， 现在 对 它 给 出 正确 的 说 明 ， 即 这 种 信息 是 在 
(wm，w，“…，wt) 所 张 成 的 外 部 空间 表现 出 的 形态 中 的 译 码 
(decode). 

对 于 余 维 数 不 超 过 4 的 所 有 稳定 平衡 点 列表 如 下 ， 它 们 
都 是 下 面 所 说 的 时 间 空间 中 (4 维 欧 氏 空间 ) 结 构 稳定 的 重要 
对 象 ,在 4 维 空 间 取 动 力 系统 , 称 之 为 基本 的 突变 . 

这 些 基 本 的 突变 是 受 十 典 光 学 中 费 尔 马 (Fermar)》 变 分 原 
理 支 配 的 , 它 表 示 在 传播 过 程 中 波 面 的 结构 稳定 的 奇异 点 . 因 
此 :这 些 奇异 点 可 以 作为 光线 的 奇异 点 而 得 到 实现 。 
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祭 维 数 | 名 称 “| 组 织 中 心 | 广义 开 折 
一 二 一 
0- 让 最 小 什 二 妇 Vx 
一 给] | 折 次 有 r= 二 J3| P=s3/3 守 ur 】 边 履 了 开始 
| Rose = 了 1 十 w /2 | 折 妥 | 份 开 合并 
中 :有 -一 > 机 ， 
的 请 形 | 3 | 头 电导 一 2 ?车 要 | 台子 
A EE 
2 了 守 二 | 了 开 寺 玫 十 wy | 四 起 | 破 吸 人 
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加 的 及 | 了 


= 一 3zyz + oad 
Tr wr oy 
Vryt yw 


到 曲 的 肛 | ”于 党 


Fi ur yy 


第 十 四 章 “ 形态 形 成 论 与 模型 


$1 决定 论 与 结构 稳定 性 


在 第 十 三 章 的 开头 ， 对 于 形态 形成 问题 解释 的 前 半 部 分 
“外 部 现象 至 少 受 局 部 决定 论 所 支配 * 的 说 明 ， 已 在 第 十 三 
中 阐述 完了 。 现 在 我 们 讨论 它 的 后 半 部 分 ， 它 的 后 半 部 分 是 
“关于 生物 的 大 域 的 时 间 空间 结构 的 稳定 竺 ,可 利用 它 的 结构 
组 织 给 出 说 明 ”. 

在 我 们 周围 的 环境 中 ,决定 论 所 涉及 不 到 的 ,由 于 初 值 微 
小 变动 而 产生 非常 不 稳定 的 现象 很 多 。 例如 , 在 对 称 形 的 河 
盆 中 注 满 水 ,打开 溃 盆 底部 中 央 的 放水 栓 。 不 用 说 ;水 要 从 底 
栓 孔 流出 ,这 时 水 逐渐 做 旋转 运动 ,这 个 转动 方向 是 右 旋转 还 
是 左旋 转 ?《〈 把 地 球 旋转 看 做 静止 的 ) 实 际 上 仅 由 剩余 的 水 的 
运动 状态 来 确定 .可 是 即 或 除 掉 这 些 外 部 原因 (实际 上 是 除 不 
掉 的 )* 水 仍然 在 哪 乒 逐渐 旋转 ,在 完了 时 发 出 叫 声 而 流出 . 究 
之 是 右 或 左旋 转 完全 不 以 眼睛 看 到 的 为 转移 ， 而 决定 于 水 的 
初期 状态 ， 一 经 被 确定 , 必然 地 不 停顿 地 运动 ， 而 且 当 把 初 
始 条 件 稍 加 变动 时 , 则 向 着 相反 的 方向 按 自然 的 状态 旋转 ,在 
件 么 地 方 旋转 ,我 们 尚 无 数据 来 确定 它 的 链 质 ， 这 给 好 与 旋 
转 次 数 一 样 地 不 能 断定 ,这 个 问题 是 属于 拓扑 学 以 外 的 宏 率 
统计 分 支 的 问题 ， 

这 样 ,我 们 被 无 数 不 可 理解 的 现象 所 包 图 ,也 象 分 析 学 中 
求解 那样 要 求 它 是 初始 值 的 连续 函数 , 雄 少 不 管 是 否 稳定 ， 
首先 建立 起 在 “大 体 上 ”一 般 的 "范围 的 理论 . 

其 形态 现象 ， 当 初始 值 做 微小 变动 而 具有 稳定 性 时 ， 称 
这 个 过 程 为 形态 形成 场 的 支 集 , 或 者 用 C.B. 继 丁 屯 
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《Waddington) 的 术语 来 说 , 即 这 个 过 程 可 用 chreod 表示 出 来 ， 
于 是 形态 形成 论 把 给 定 过 程 产生 某 确定 的 形态 ， 在 它 的 场 中 
做 册 相 适应 的 楼 型 ,用 结构 稳定 的 方法 给 出 证 明 就 可 以 ,. 《在 
后 面 还 要 给 出 正确 的 说 明 .》 、 

自然 的 形 杰 过 程 是 ， 把 形态 形成 场 的 支 集 上 过 程 的 部 分 
首先 分 离 出 来 ， 这 祥 能 鉴别 出 过 程 的 chreod 是 非常 蛋 要 的 ， 
可 以 把 它 看 做 是 由 不 稳定 性 或 不 确定 性 带 所 切 制 出 来 的 决定 
论 的 区 域 。 所谓 这 一 事实 能 成 立 , 等 于 说 该 形态 多 少 是 可 描 
述 的 。 实 际 上 大 多 数 的 自然 过 程 指出 了 形态 在 局 部 上 的 正 
则 性 的 程度 ,它们 与 由 语言 多 次 反复 指定 出 来 的 元 素 有 这 别 。 
不 用 说 ,不 是 这 样 的 过 程 , 完全 是 混乱 的 , 是 无 法 表达 的 。 例 

如 ,流体 力学 的 扰 流 就 是 这 样 ,对 于 这 一 过 程 是 无 法 似 述 的 ， 

在 欧 民 空间 R” 中 所 进行 的 形态 过 程 的 这 种 分 害 ， 央 为 
可 以 把 它 看 做 一 种 一 般 的 m 维 语言 ， 托 姆 把 它 吊 做 意义 论 的 
模型 .实际 上 我 们 日 常 所 用 语言 无 非 是 1 维 (时 间 ) 的 意义 论 
的 模型 , 它 的 chreod 是 我 们 的 语言 

现在 ,假定 已 给 出 意义 论 的 模型 。 可 以 考察 下 列 两 类 问 
题 : 

i) 明确 chreod 所 有 的 型 ,理解 保证 它们 稳定 性 的 力学 过 
程 的 性 质 . 

Hi》 与 一 些 chreod 有 关连 的 过 程 ， 它 本 身 是 结构 不 稳定 
的 如果 稳定 ,可 由 一 个 chreod 把 它 叙述 出 来 ) .我们 常常 处 理 
我 们 所 熟悉 的 过 程 的 集合 . 这 时 ， 一 般 地 ， 常 表现 为 chreod 
的 连 合 的 组 合 。 这 种 连 合 可 以 说 是 控制 意义 模型 的 多 元 文 
法 ， 寺 是 问题 是 描述 这 种 文法 , 怡 如 在 语言 学 中 使 文法 规则 
形式 化 那样 使 它 形式 化 ， 

为 此 ,首先 是 构成 chreod 的 辞典 。 其 次 ,如 语言 学 家 所 说 
的 ,有 必要 做 出 给 定语 言 的 全 集 . 即 从 自然 界 的 形态 过 程 的 统 
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计 资 料 中 抽取 出 来 而 构成 这 个 全 集 , 这 是 实验 学 家 们 的 任务 . 
从 而 定量 的 生物 学 家 一 方面 做 形态 过 程 的 统计 ， 同 时 也 做 这 
种 工作 。 物理 学 家 以 基本 粒子 物理 的 散射 实验 做 同样 的 工 
作 。 对 这 样 的 资料 的 解释 问题 , 以 及 从 其 中 提取 抽象 的 理论 
等 等 ,一 般 是 非常 困难 的 ,完全 相当 于 对 未 知 语言 的 解释 . 

在 这 里 ， 返 回 到 日 常 的 语言 上 来 ， 考 虑 语言 的 解释 是 什 
么 .这 个 问题 在 柏拉图 〈Platon) 著名 的 《对 话 录 》(Cratylus) 
中 已 经 谈 过 ， 这 与 从 单词 的 发 音 结构 中 怎样 得 到 它 的 意义 是 
同样 的 问题 ， 这 时 ,单词 的 结构 与 它 的 意义 之 闻 的 关系 ,只 能 
由 长 期 历史 的 作用 , 逐渐 分 离 而 不 能 理解 来 说 明 。 很 多 自然 
现象 ， 特 别 是 无 生物 的 现象 中 ， 完 全 不 象 月 常用 语 那 样 任意 
编码 (coding)， 从 chroed 内 部 结构 中 多 少 能 直接 地 得 到 保证 
chroed 稳定 性 的 力学 .如 果 是 生物 学 , 则 是 中 酒 的 状况 ,在 基 
种 情形 下 , 它 的 形态 过 程 比较 容易 做 田力 学 的 解释 ;但 在 某 种 
情形 下 ， 由 于 对 生物 的 过 去 过 分 注意 遗传 因子 活动 力 的 表现 
过 程 ,所 以 做 力学 解释 非常 困难 , 呈 是 很 累 烤 的 事情 。 


$2 动力 系统 柜 虱 


把 前 面 说 过 的 形态 形成 论 的 想法 ， 首 先 在 简单 的 化 学 反 
应 中 , 用 很 粗粮 的 力学 的 模型 给 以 说 明 。 在 某 个 箱子 中 分 别 
装 人 和 毛 急 气 ， 并 以 隔 板 隔 开 。 当 把 隔 板 抽出 时 ， 箱 中 两 种 气 
体 充 分 扩散 。 因 此 , 在 两 种 气体 共存 的 地 方 发 生化 学 反应 而 
产生 水 蒸气 ,如 果 都 装 进 适 当量 的 两 种 气体 , 则 在 箱 中 充满 了 
水 蒸气 ， 把 这 个 过 程 以 图 来 表示 .为 简单 起 见 , 用 线 股 4 来 
表示 箱子 ,在 端点 4 是 氮气 ,在 端点 8 是 握 气 ,于 是 当 : 一 0 
时 ,看 做 已 把 隔 板 抽 出 ,随时 间 的 推移 , 该 过 程 如 图 14-1. 

把 这 个 形态 形成 过 程 以 线 毁 4B x 闭 区 间 [0, 4] 的 正方 
形 来 表示 ,把 质 的 变化 象征 地 表示 如 图 14-2 那 祥 的 两 个 对 角 
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线 ， 


图 14-2 


当时 间 小 于 2 时 ,对 角 线 48" 上 的 点 ,例如 s， 从 真空 的 


状态 变 为 充满 氢气 的 状态 , 无 质 的 变化 。 在 两 对 角 线 的 交点 
思 5 这 时 被 氧气 与 氧气 所 充满 .发 生 2H? 十 9; 一 2H2O 的 化 学 质 


变 。 这 样 , 在 4 
.232 。 


8' 对 和 角 线 上 的 、 时 间 2 的 点 ,例如 点 <， 它 


与 5 一 样 发 生 闭 变 化 。 

与 此 相反 ,在 对 角 线 以 外 的 点 。 例 如 点 "…， 仍然 处 于 真空 
状态 ,没什么 变化 .又 点 刀 的 邻近 的 状态 :一样 是 由 氧气 充 灌 
的 状态 ,所 以 无 变化 。 又 如 在 ' 的 邻近 , 同样 处 于 充满 氧气 
的 状态 ,与 邻近 比较 , 无 变化 。 同 样 , 点 4 是 充满 水 蒸气 的 状 
态 * 它 的 邻近 的 状态 没有 任何 变化 。 

象 这 样 例子 ,一 般 地 在 某 时 间 空 间 的 4 维 欧 氏 空间 R' 中 
进行 某 过 程 , 当 R' 的 点 x 与 它 局 转 的 点 有 同样 的 状态 时 , 详 
细 地 说 ,如 果 取 以 x 为 中 心 ;以 充分 小 的 7 为 半径 的 4 维 球 B 
《x, r)， 则 这 个 球体 中 的 点 的 状态 都 相同 ， 在 这 个 球体 中 不 
发 生 任 何 过 程 的 变化 的 叫做 正常 点 ， 不 是 这 种 点 *， 即 不 论 
取 怎 样 小 的 4 维 球 B(x, r), 其 中 总 有 表示 不 同 状态 的 点 , 即 
存在 突变 点 (变动 点 )。 上 例 中 , 四 边 形 对 角 线 上 的 点 都 是 突 
变 点 ?其 它 点 是 正常 点 。 

上 例 中 ， 确 定形 态 形成 的 局 部 决定 论 是 气体 的 扩散 与 
2H:O 一 2H: 十 Q; 的 化 学 反应 这 两 者 。 这些 恐 怕 ( 某 一 天 ) 都 
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止 邮 征 示 总 地 话 出 侍 隐 流动 力 系 兢 


本 14-3 


能 用 微分 方程 组 把 它 表示 出 来 . 即 或 不 能 , 也 可 以 近似 地 敌 
做 某 流 形 M 上 的 向 量 场 X， 即 可 以 淖 做 在 正方 形 各 个 点 都 伴 
随 着 一 个 由 该 点 的 局 部 决定 论 所 请 定 的 动力 系统 (M ，Z). 
参看 图 14-3. 

从 上 面 可 以 着 到 ,在 时 间 空 间 的 4 维 欧 氏 空间 R' 的 菜 邻 
域 Z 中 , 当 进行 某 形 态 形成 的 过 程 时 :在 了 1 的 各 点 * 伴随 以 某 
流 形 对 的 某 向 量 场 X(x) ， 来 规定 在 * 点 邻近 的 变化 。 自然 
地 , 若 * 稍稍 变动 为 *“， 则 M 上 对 应 的 向 量 场 也 稿 称 摄 动 而 
慢 慢 地 变 为 X(x), 当 点 * 的 状态 在 对 应 向 量 场 X(x) 某 平 衡 
稳定 的 流域 上 , 这 个 点 的 状态 就 表示 该 流域 的 本 质 状 态 。 象 
这 样 U 上 的 点 都 是 正常 点 ， 但 是 随 着 时 间 的 推移 , 点 x 发生 
变化 , 向 量 场 X(x) 也 发 生变 化 , 这 时 点 < 所 具有 的 平衡 稳定 
性 消失 , 而 出 现 新 的 稳定 平衡 。 这 是 点 * 在 该 流域 中 所 具有 
的 。 这 意味 着 点 * 的 状态 的 质 的 变化 。 于 是 , 旧 的 稳定 平衡 
消失 而 * 在 新 的 稳定 平衡 流域 中 瞬时 的 点 叫做 突变 点 、 区 域 
了 被 种 击 波 分 为 若干 小 区 域 ( 窒 变 点 的 集合 叫做 冲击 波 )， 上 
面 例 子 被 分 为 4 个 区 域 . 

由 此 可 知 ， 在 动力 系统 模型 中 的 基本 现象 是 把 结构 稳定 
的 稳定 平衡 用 向 量 场 的 变动 来 消灭 的 、 这 一 事实 , 庞 加 莱 早 
在 力学 的 组 成 部 分 的 分 裂 理论 中 进行 过 研究 ， 这 个 理论 人 们 
不 很 熟悉 。 

现在 我 们 假定 ， 我 们 局 围 的 介质 以 及 作用 于 局 部 动力 系 
统 的 力 的 物理 性 质 都 不 变 ， 而 且 任 何 形 态 孝 是 这 种 分 裂 现 象 
的 结果 。 这 种 想法 是 由 达 西 * 陶 普 孙 《d*Arcy. Thompson) 首 
先 所 出 的 .在 1940 年 左右 C.HH. 维 丁 顿 以 及 Max。 德 尔 布 鲁 
克 (Dalbriick) 等 研究 细胞 分 化 时 日 利用 了 它 。 

可 是 ， 当 对 这 种 突变 点 进行 详细 研究 时 ， 可 分 为 两 类 . 
一 类 是 正常 突变 点 x, 在 该 点 以 x 为 中 心 ;以 较 小 的 7 为 
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《8 


广义 突变 丰 
人 Err'] 
图 14-4 


半径 的 4 维 球 B(x*，r) 上 的 状态 和 r( 当 然 很 小 ) 变 为 "的 
球 B(x*，+') 上 的 状态 ,拓扑 等 价 的 情形 。 但 是 如 果 由 于 半径 
取 法 不 同 而 出 现 不 同 状态 ; 则 这 种 突变 点 叫做 广义 突变 点 . 因 
为 4 维 看 不 见 ,用 平面 示意 地 给 出 说 明 。 如 图 14-4(i)， 在 点 
* 的 突变 以 过 * 的 抛物 线 来 (示意 地 ) 表 示 。 这 时 ，, 不论 取 什 
么 样 的 半径 ，B(x, >) 球 上 都 具有 同 胚 的 突变 的 图 形 。 与 此 
相反 ,在 图 (i) 的 点 * 处 的 突变 ,如 果 半 径 改 变 , 则 在 B(x, +) 
上 的 突变 图 形 完全 不 同 ， 凤 (i) 的 点 < 是 正常 突变 点 ， 而 图 
(ii) 的 点 * 是 广义 突变 点 。 因此 , 广义 的 灾变 形成 奇怪 的 形 
态 形成 , 一 般 说 来 , 它 不 是 结构 稳定 的 ,这 不 是 我 们 研究 的 对 
象 (前 面 提 到 的 化 学 反应 的 突变 点 都 是 正常 点 ). 

在 这 个 力学 模型 中 考虑 前 面 说 过 chreod 是 什么 。 在 R* 
的 区 域 癌 中 所 进行 的 过 程 可 以 从 它 的 突变 点 集合 K 的 形状 
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得 到 粒 略 的 理解 。 在 这 里 ， 因 为 集合 K 代 表 过 程 ， 而 闭 腿 于 
天 当 集合 KK 是 《中 为 突变 集合 的 过 程 ) 以 某 卫 为 支 集 的 一 
个 chreod 的 扩张 ， 是 在 UU 上 给 出 与 前 一 初始 值 充 分 近 的 任意 
初始 让 时 而 得 到 的 过 程 时 , 则 得 到 K” 这 个 突变 集合 。 于 是 ， 
从 天 ) 一 KR， 这 样 确定 了 当 石 仅仅 变动 一 点 时 与 它 同 还 的 
h;U > 存在 (在 这 里 出 现 充 分 近 和 仪 仅 动 一 点 的 术语 ， 这 
要 取 适 当 的 空间 ,因为 在 这 里 用 到 了 距离 ). 

前 面 的 化 学 反应 的 例子 是 象征 性 的 , 即 把 初始 值 , 亦 即将 
开始 给 定 的 氧气 与 氢气 的 量 改 变 一 下 ， 例 如 设 给 定 氢气 为 毛 
气 的 2 倍 稍 多 一 点 ,过 程 如 图 14-5 表示 的 那样 来 进行 ， 最 小 
限制 到 + <4, 突变 集合 K' 与 前 面 的 天 相同 (正确 地 说 ,因为 
存在 MK) 一 下 的 三 刀 一 已) 这 个 天 可 以 说 是 用 chreod 表 
出 。(: 之 4 时 ， 和 氮气 与 水 藉 气 开始 扩散 混合 , 而 它 是 与 前 面 
不 同 的 过 程 .) 


人 


二 


图 14-5 


因此 ,这 个 chreod 代表 HH 与 0, 的 化 学 反应 的 基本 的 形 
态 形成 过 程 ， 

关于 分 橡 理 论 的 研究 ,以 及 它 与 突变 的 关系 ,直到 现在 只 
对 局 部 动力 系统 《(M , X) 为 梯度 力学 的 情形 进行 了 研究 。 而 
这 时 分 裂 理 论 已 成 为 结构 稳定 肌 射 的 理论 ， 要 用 到 奇异 点 的 
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亡 义 开 折 的 概念 。 即 当 函 数 (M ,X) 为 函数 V:R* 一 尺 的 梯 
度 动力 系统 时 , 设 它 的 广义 开 折 为 


E43 
Gx 一 Go + BD) wps 
ba 


ME R, ge: Rr > Rs 1s 2 .Ry 
zk) 所 表示 的 广义 开 折 的 外 部 变数 记 构 成 的 维 欧 氏 空间 
RR 叫做 广义 开 折 空 间 ， 在 这 个 空间 中 象 下 面 那样 稳定 平衡 
点 (函数 V:M 一 及 的 根 小 值 点 ) 之 间 的 矛盾 由 冲击 波 ( 分 水 
岭 ) 给 昌 ， 普 速 开 折 空间 Rt 的 点 属于 函数 7:R* -> R 的 最 小 
年 的 稳定 平衡 流 城 (麦克 斯 韦 尔 (Maxwell) 原理 )。 根据 这 个 
法 则 ，y: R* -> R， 使 在 前 面 所 说 的 所 有 有 限 余 维 数 的 将 异 
点 ,在 Rt 中 与 以 V 为 组 织 中 心 的 广义 突变 集合 K 对 应 。 于 
是 在 过 程 进行 的 R' 的 区 域 的 菜 点 ww 上 ,支配 该 点 的 局 说 内 
部 动力 系统 具有 V(x) 的 奇异 点 , 于 是 一 般 地 在 这 个 点 巴 反 
表现 的 形态 ,由 基 映 射 4:0 -> R* 所 确定 。 在 这 里 映射 大 具 
有 侯 Rt 的 广义 突变 党 六 与 愉 D) 的 交点 尽量 少 的 性 看 。 中 
在 U 的 点 ww 处 ， 逆 象 h 《KK) 表示 V(x) 分裂 的 结果 ， 粮 咯 地 
说 ， 以 了 (ze) 为 组 织 中 心 的 形态 过 程 由 普通 模 俐 KK 给 出 ,在 志 
郎 近 移 成 形态 形成 场 ,由 于 诱导 的 形态 #7!《K) 可 用 chreod 来 
叙述 . 在 后 面 将 要 提 到 ,广义 突变 集合 上 CR* 作为 空间 是 比 
较 简单 的 多 面体 因此 ,在 用 射 下 可 一 Rt 下 AD》 与 具有 
交点 尽 可 能 少 的 性 质 ( 横 蕉 仁 )， 从 而 诱导 的 突变 刀 !K)CU 
是 比较 简单 的 空间 ,这 是 正常 的 突变 点 的 情形 ， 

为 了 这 样 诱导 突变 点 ,把 区 域 可 局 部 地 分 极 化 , 即 在 点 必 
的 局 国 确定 某 种 坐标 系 , 给 与 和 R4 坐标 系 的 对 应 。 这 个 对 应 
必然 给 出 映射 。 当 品 是 生物 的 组 织 时 ， 则 可 能 有 这 样 预备 
的 组 织 分 极 化 ， 这 种 候 定 是 由 查 尔 德 《Chila) 提出 的 胚 态 发 
生 学 的 梯度 理论 :这 个 力学 模型 是 这 一 立场 的 证 明 。 
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如 果 区 域 吉 在 点 % 的 周围 不 能 充分 地 分 极 化 ; 财 肌 射 
对 于 广义 的 突变 集合 KK 不 具有 横 截 性 。 它 所 诱导 的 形态 
大 《FE) 非常 复杂 ,成 为 前 而 已 经 提 到 的 广义 突变 点 。 一 般 说 
来 它 是 结构 不 稳定 的 。 

上 面 所 阅 述 的 是 内 部 局 部 动力 系统 ， 是 梯度 力学 情形 下 
的 分 裂 理论 与 形态 形成 场 之 间 的 关系 ， 关 于 此 外 的 动力 系统 
的 分 裂 理论 尚未 解决 ， 我 想 大 体 上 也 象 梯度 力学 的 情形 那样 
来 进行 研究 ， 但 是 ,这 时 ,对 于 已 分 极 化 了 的 媒体 也 产生 广义 


”以 下 ， 对 于 梯度 力学 的 两 三 个 正常 突变 的 和 广义 突变 信 
合 进行 概 咯 的 研究 。 


展开 空间 


人 方面 


图 14-6 


当 组 织 中 心 为 了 一 /3 时 ,在 它 的 普遍 开 折 

了 一 时 /3 十 zx 

中 , 它 的 图 象 如 图 14-6, 即 取 从 * 的 一 方向 到 十 方向 ,经 历 一 
毁 时 间 后 ,在 到 达 组 织 中 心 之 前 都 是 正常 点 , 当 到 达 组 织 中 心 
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以 后 , 在 图 中 用 粗 线 所 表示 的 是 稳定 平衡 的 继续 。 把 这 种 状 
态 以 * 考 所 构成 的 开 折 空间 来 表示 ， 当 * 一 0 时 ， 出 现 窗 变 
点 ,其 后 可 以 说 不 论 * > 9, 或 # 过 0 都 产生 不 同 的 变化 状态 
《叫做 引起 稳定 平衡 ). 

同样 ,下 面 在 叫做 尖 点 (eusp) 的 突变 点 处 进行 研究 。 在 
这 里 史 :R 一 玉 为 了 一 xz/4， 它 的 广义 开 折 为 V 一 /4 十 
Wx?/2 十 vx， 这 时 ， 所 谓 余 维 数 为 2 是 指 有 两 个 外 都 坐标 x， 
v。 这 个 广义 开 折 的 图 象 虽然 画 不 出 来 可 是 在 它 的 外 部 变 
数 u,v 所 构成 的 开 折 空 间 中 ,在 尖 点 邻近 处 的 稳定 平衡 的 边 
界 , 如 图 14-7。 以 4w 十 27w? 一 0 泪 线 作为 尖 点 的 集合 , 它 构 
成 广义 的 突变 集 仿 K， 在 这 个 K 中 把 《u,v) 平面 分 为 两 个 
部 分 ,如 图 , 较 广 的 区 域 了 取 最 小 值 (7 的 图 象 中 涂 黑 的 点 的 
部 分 ), 在 尖 点 所 围 成 的 区 域 中 ,V 的 极 小 什 有 两 个 ,它们 相互 


NN 5) | 了 六 
SN | 
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下 , 当 > > 0 时 ,其 一 极 小 点 为 主要 稳定 平衡 点 ;而 ”< 0， 


as CORE 


DD 0 
六 关 、 


足 沟 胶 式 广义 奥 迹 染 各 的 袁 贡 人 
调 149 


另 一 极 小 点 为 主要 稳定 平衡 点 ,在 "一 0 的 线 -上 ,两 岩 的 力 相 
疝 , 册 产生 不 稳定 的 状态 - 

象 这 样 , 在 R' 中 的 正常 的 突变 集合 预计 它 对 于 无 生物 、 
生物 的 形态 形成 方面 能 起 重大 的 作用 。 特别 是 叫做 2 维 腊 式 
的 突变 点 , 在 生物 中 , 于 繁殖 方面 据说 起 很 大 作用 ,上 面 作出 
它 的 略图 。 

最 后 , 考 潮 某 种 生物 , 设 在 这 种 生物 的 某 点 ww 处 局 部 力学 
具有 组 织 中心 Cs] = 剖 /4 的 奇异 点 .因此 ,这 种 局 部 力学 受 
来 自 广义 开 折 空间 的 强烈 影响 ， 确 定 了 与 开 折 空间 的 各 稳定 
区 域 对 应 的 动力 系统 的 向 量 场 的 分 量 UU，V。 郧 如 图 14-10 
那样 ww) 一 (x, v), 设 该 点 动力 系统 的 向 量 的 x, ?分量 为 
常数 Do, V0, 只 是 当 z 之 0 时 , Veo 之 0, 而 ?之 0 时 , Vo 之 0， 
因此 都 取 Do > 0. 

Nn 


A (a) 


图 14-10 


于 是 ,生物 体 wv 的 象 以 w) 进化 恰巧 与 广义 突变 集合 
尖 点 的 内 部 相对 应 。 这 时 w 的 进化 如 图 所 给 出 的 那样 在 向 量 
场 内 振动 向 着 尖 点 即 原点 前 进 ， 所谓 “一 《o》 生 物体 的 


241 


点 2 与 组 织 中 心 Vz) 相对 应 。 这 个 模型 不 仅仅 是 由 生物 体 
的 组 织 中 心 发 出 的 ， 它 还 表示 构成 组 织 中 心 结构 稳定 的 再 形 
的 成 结构 的 最 简单 的 模型 。 它 将 在 下 面 的 生物 模型 中 有 用 。 


$3 生物 学 模型 


力学 的 模型 , 在 说 明 物 理学 的 现象 时 是 非常 有 用 的 。 这 
里 所 说 的 生物 学 的 模型 是 说 明 植物 ,动物 等 的 形成 ,发 生 等 等 
机 构 的 模型。 

sa)》 静 术 模型 

生物 的 新 陈 代谢 系统 的 局 部 决定 论 ， 是 假定 局 部 地 表示 
为 一 个 函数 空间 。 在 力学 的 模型 中 具有 局 部 的 向 量 场 ， 在 这 
种 情况 下 ,限制 新 陈 代谢 系统 的 局 部 发 展 的 决定 论 ， 受 所 谓 
V ;MR 函数 的 集合 限制 .这 个 函数 空间 以 L(M ,RR) 表 示 . 
因此 ,在 函数 L(M, R) 申 , 有 由 偏 导 函数 表示 最 复杂 状态 的 
函数 (最 退化 的 函数 ) w. 这 个 函数 汪 表 示 生 物体 的 胚 态 状态 . 
因此 ,现在 所 考虑 的 生物 体 愉 就 设想 是 卵 , 设 限 制 在 它 的 某 点 
0 的 LCM ,R) 的 函数 是 w。 这 样 ,w 在 该 点 o。 处 就 成 为 前 面 
谈 过 的 力学 模型 中 的 有 限 余 维 数 的 弧 立 奇异 点 ， 并 设 这 个 奇 
异 点 的 广义 开 折 空 间 为 Re。 于 是 ,这 个 卵 的 (3 维 球 本 ) 关 于 
时 间 所 发 生 的 状态 可 用 

F:BXT— Rt 

来 表示 。 要 是 含 的 3 维 球 ,了 T 是 时 间 的 区 间 。 当 广义 开 折 
空间 R 的 广义 突变 集合 设 为 玉 时 ,与 前 面 一 样 , 对 于 各 个 
Fi 一 F|BXX {t} > Rt 的 限制 映射 具有 模 截 性 。 于 是 与 动 
力 系统 的 情形 同样 地 ， 卵 由 F(X) 所 给 定 的 突变 而 完成 细 
胞 分 化 。 一 般 是 要 随 细胞 不 斯 地 分 裂 而 孵 的 形体 逐渐 增 大 . 
但 是 不 久 , 当 这 个 卵 达 到 了 成 熟 阶段 时 , 象 F(B) 的 某 部 分 
经 过 结构 稳定 过 程 而 返回 到 组 织 中 心 w。 这 样 来 说 明 那 的 配 
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偶 子 的 形成 ,将 这 种 状态 可 概略 地 表示 为 下 图 。 


图 14-11 


这 种 模型 也 可 以 表示 如 下 。 对 二 组织 中 心 。， 并 不 是 在 
组 织 的 各 个 点 都 能 代替 它 。 在 开 折 空间 Rt 中 加 上 起 着 力矩 
作用 的 暂 定 变量 的 轴 , 而 生 把 它 看 做 增高 一 维 的 路 民 空间 , 设 
它 为 RKYY。 因 此 ， 表 示 多 的 分 化 的 映射 Ri: B*? -> Rt 和 是 状 
态 的 映射 w:B 一 RCR* 的 ，B' 一 Rt 的 通 数 空间 的 距离 
1P,| 为 *。 这 时 , 开 折 空间 用 x 轴 的 一 维 殖 氏 空间 为 代表 , 分 
化 的 状态 F 以 二 维 哆 氏 空 间 的 原点 。 为 圆心 的 贺 轴 来 表示 . 
* 之 0 的 半 贺 表示 半数 染色 体 的 状态 《配偶 子 ),，w (x* 一 0， 
? = 1) 玫 示 卵 的 受精 又, * > 0, y > 0 的 象限 表示 分 化 点 
* 一 1, 7 一 0 为 性 的 成 熟 ,x > 0, 》 < 9 的 象限 是 配偶 子 的 
形成 ,而 点 z 一 0》 一 一 1 是 细胞 核 的 减 数 分 裂 . 
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这 个 模型 并 不 是 很 正确 的 ， 但 是 它 对 于 先 有 鸡 还 是 先 有 
孵 的 问题 给 出 回答 , 都 不 是 。 只 能 回答 两 者 是 圆周 上 的 点 之 
闻 的 关系 ， 

b) 新 陈 代谢 系统 的 模型 ， 调 整 图 形 

生物 休 的 新 陈 代谢 的 整体 性 的 亚 静态 性 质 可 做 如 下 几何 
的 解 吕 ,现在 来 考虑 仅 以 生物 体 所 具有 的 各 种 组 织 的 个 数 为 
维 数 的 欧 氏 空间 ,把 它们 的 各 种 状态 用 欧 氏 空间 的 点 来 表示 。 
例如 ,把 各 个 细胞 看 做 组 织 时 , 考 志 仅 以 细胞 个 数 为 继 数 的 欧 
氏 空 间 ， 把 它 的 细胞 的 各 个 状态 取 在 该 细胞 所 对 应 的 坐标 町 
上 ，, 用 所 确定 的 空间 的 点 表示 该 生物 体 的 状态 。 这 样 当 生物 
体 的 状态 用 殉 氏 空间 R" 来 表示 时 ， 设 对 这 个 生物 体 给 出 某 
种 净 激 :。 于 荆 由 R” 的 其 点 4 所 表现 的 状态 是 ,生物 体 由 于 
这 个 刺激 移 为 不 同 的 状态 ae。 这 个 刺激 ;很 强 , 如 果 这 个 生 
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党, 入 : 修正 癌 量 场 | 
:组 名 中心 


图 14-13 


物体 达 不 到 抑制 性 强度 时 ,新陈代谢 系统 就 进 人 兴奋 状态 :其 
结果 ; 在 欧 氏 空间 R” 中 产生 一 个 向 量 场 xX。 这 个 x 是 由 于 
刺激 * 所 引起 兴奋 状态 向 原 正常 的 区 域 C 恢复 的 反射 的 修正 
向 量 场 ， 在 这 个 修正 向 量 场 的 变动 下 , 使 生物 体 恢复 到 原来 
的 烙 定 状态 。 但 是 在 多 数 生 物体 中 , 给 出 有 什么 禅 出 激 就 对 
应 地 有 什么 祥 的 反射 修正 向 量 场 . 

对 这 个 模型 的 主要 假定 如 下 。 一 一 象 这 样 利用 欧 氏 空间 
来 表示 幼 胞 胚 细 胞 或 配偶 体 一 一 原始 的 胞 胚 细胞 的 新 陈 代 
谢 ， 在 这 个 新 陈 代谢 的 调整 下 所 确定 的 几何 学 的 图 形 可 立刻 
地 模拟 整体 机 构 的 调整 图 形 . 随 着 分 化 的 发 展 ,这 个 图 形 也 就 
复 淋 化 而 失去 稳定 性 .在 孵 的 动物 极 附近 有 的 细 钨 旦 一 状态 ， 
在 植物 性 的 附近 则 县 +- 状 态 。 在 高 等 动物 ( 疹 椎 动物 ) 中 ,s 
细 肥 尖 去 了 调整 力 ,成 为 神经 细胞 : 即 神 经 原 (neurone ) 失去 
了 调整 力 ,在 那里 任意 引起 对 所 有 脉络 的 限制 , 它 具 有 将 来 作 
为 记忆 的 重要 器 官 的 性 质 ， 

利用 在 成 长 阶段 中 , 按 生理 党 顺序 所 排列 的 chreod 的 完 
全 系列 例如 消化 本 能 地 产生 下 面 的 系列 ;看见 食 物 ; 用 手 拿 
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忆 。 


头 的 部 分 


后 条 的 断 盏 
yt 


Cay WW 


禾 友 外皮 板 


en 


两 生 关 的 斑 正 形成 的 理论 株 中 压 叶 细胞 
图 14-14 


取 ; 送 到 口内 ; 吃 ; 消化 器 官 的 运动 与 腺 体 活动 . 所 有 这 种 系 
列 在 胞 路 期 中 以 新 陈 代谢 系统 所 选择 的 振动 :二 rls) 来 表 
示 , 它 一 直 持 续 到 分 化 后 , 在 发 生 的 后 期 , 象 这 样 不 完全 的 振 
动 的 两 个 组 织 成 为 一 体 , 生物 化 学 的 协 吝 奶 继续 。 由 于 发 生 
的 诱导 而 出 现 局 部 区 域 ; 对 应 的 突变 形成 了 反射 的 链 的 器 官 . 
反之 , 当 配 偶 子 形成 时 ,所 有 这 种 振动 在 新 陈 代谢 系统 的 消失 
振幅 下 而 相继 消失 ,从 而 引起 遗传 因子 的 凝集 ,这 种 物质 , 直 
到 受精 后 还 可 以 奢 到 储存 着 “生物 化 学 的 振动 ”。 

(c) 在 时 间 空间 中 的 成 长 

到 目前 为 止 生物 学 的 模型 ， 都 是 局 部 的 新 陈 代谢 系统 变 
动 内 部 的 生物 化 学 的 模型 ， 而 不 是 四 生物 体 所 引起 的 时 间 空 
闻 的 形态 现象 的 模型 。 描写 这 种 时 间 空 间 的 形态 , 为 了 至 少 
攀 成 描写 本 质 的 模型 ,与 前 相反 地 给 出 比较 广义 的 假定 ,就 必 
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须 假定 稳定 的 局 部 区 域 ， 即 对 于 各 自称 定 的 局 部 区 域 与 适当 
《例如 在 3 维 空 间 中 由 拉 格 朗 日 (Lagrange) 的 变 分 原理 表达 
物理 现象 ) 组 织 的 传达 相对 应 (在 各 个 部 分 中 确定 各 拉客 朗 晶 
算 子 )。 于 是 。 随 闭 时 间 的 变化 生物 体 的 进化 表现 为 某 种 波 
面 ,在 这 个 波 面 上 ,至 少 在 它 的 进化 的 初期 阶段 出 现 如 前 所 述 
的 由 基本 突变 所 产生 的 奇异 点 。 由 于 组 织 的 分 极 化 ,常常 象 
这 种 波 面 的 几何 学 的 突变 与 其 内 部 的 生物 化 学 的 突变 重 秋 起 
来 , 因此 , 作为 这 两 者 的 结合 而 进行 着 新 的 细胞 分 裂 。 例 如 ， 
在 基 种 鸟 孵 中 “燕尾 ”的 圆周 上 可 表现 为 所 确定 的 正常 的 突 
变 。 


如 图 14- 寺 ， 这 个 圆周 可 区 分 开 内 有 是 时 与 外 胚 叶 ， 另 外 ， 
关于 岛 的 是 生 中 的 原 条 ， 可 以 两 个 燕尾 为 界 形成 的 双重 线 来 
区 别 中 墅 叶 与 外 胚 时 . 

不 论 是 鸟 类 或 哺乳 动物 的 内 胚 叶 与 囊 胞 外 皮 的 初期 叶 
型, 开始 时 (表示 卵 的 调整 力 的 增 大 ) 组 织 分 极 很 不 充分 , 涂 必 
须 考 辜 广义 的 突变 ,随后 ,其 遗传 因子 开始 活动 , 它 开始 是 左 
右 对 称 的 ; 它 的 组 织 中 心 形 成 脊 准 , 它 的 力 强烈 地 作用 于 背面 
的 一 方向 的 组 织 ; 然后 , 终于 在 腹面 的 消化 管 以 及 心脏 处 消 
失 ， 象 这 样 的 遗传 因子 活动 的 数学 理论 非常 复杂 ，、 粗略 地 可 
以 说 “chreod C， 的 开 折 坐 标 可 继续 地 作为 chreod C; 的 内 部 变 
数 ”。 


利用 这 种 法 则 ,可 以 造成 更 复杂 的 形态 ,从 而 终于 得 到 控 
制 骨 骼 以 及 眼睛 形成 的 比较 正确 的 chreod 量 . 

《9) 流体 模型 

生物 学 家 维 丁 顿 把 发 生 学 的 发 生 描写 为 盆地 发 生 过 程 中 
的 某 一 风景 ， 而 这 一 风景 又 是 某 物体 按 规 律 发 展 出 来 的 后 成 
风景 。 运用 这 种 思想 方法 , 前 面 所 阐述 过 的 孵 的 发 生 方 式 可 
以 局 部 地 看 做 在 3 维 区 域 中 被 面 的 传播 。 正确 地 说 , 当 某 事 
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项 的 发 生 用 形 为 
S(x,y, 2) 一 上 

的 函数 给 出 时 《3 为 某 行为 )， 利 用 # 一 S(z, ?yz) 标高 函数 
构成 4 维 风 景 ， 即 在 + 维 空间 中 构成 山 、 谷 、 河 流 等 景致， 当 
函数 * 的 值 为 常数 时 ,可 看 做 是 这 个 风景 的 截面 。 这 样 的 模 
型 是 把 形态 形成 的 三 维 空间 缩 为 2 维 空间 (从 而 函数 SC(z, 7， 
zx) 简略 地 表示 为 5S(x, y)) 从 而 成 为 我 们 眼 畏 所 能 看 到 的 模 
型 , 于 是 ， 恰 好 同 我 们 所 常见 的 物质 世界 的 山岳 、 袖 海 的 景 
致 一 祥 , 当 标高 上 一 0 的 点 是 最 低 的 床 。 此 种 样式 如 图 。 


这 个 风景 叫做 " 势 阱 "， 当 在 势 阱 中 注入 水 后 , 即 可 由 湖 
的 水 面 的 变化 来 表示 发 生 的 空间 的 发 展 ， 生物 发 生 的 三 个 胚 
层 , 即 与 外 有 止 尽 中 胚层 ,内 有 止 层 相 对 应 的 三 个 谷 。 外 了 胀 层 的 谷 
通过 神经 湖 与 内 胚层 的 谷 相 连接 ， 这 个 神经 湖 是 表示 神经 板 
的 形成 . 这 样 , 内 胚层 的 谷 是 消化 器 官 的 曲 曲 弯 弯 的 迷路 。 

这 三 个 谷 都 具有 它 各 自 的 特征 性 质 。 如 果 用 风景 来 说 ， 
它们 各 家 有 它 的 倾斜 度 。 象 这 样 的 “ 势 路 ”的 模型 , 既 很 简单 
( 花 态 的 ) 又 可 以 表示 繁殖 。 


+ 248。 


在 这 里 有 两 个 " 势 阱 ”Mi Ms, Mi 比 对 的 位 置 高 。 而 且 
在 Mr 的 生殖 中 的 底部 可 引出 一 个 小 管 , 把 它 连接 到 M; 的 胞 
E 点 上， 这 样 首 先 拒 在 高 处 的 “ 势 阱 ”M, 充满 水 。 于 是 "发 
生 ”* 用 模型 水 面 变 化 来 表示 ， 最 终 使 水 面 达到 生殖 脾 的 高 度 ， 
即 M, 过 到 性 的 成 熟 , 于 是 ， 当 超过 它 时 ， 就 要 经 小 管 由 M， 
向 M: 流动 ， 从 而 使 水 由 对 : 的 胞 胚 点 开始 摧 M: 的 阱 中 汇 
集 , 这 样 就 表示 了 由 MM, 产生 的 MM; 的 发 生 .( 实 际 是 ,在 哺乳 类 
中 ,连接 村 与 M; 的 导管 (pipe) 可 看 做 是 障 尾 的 解剖 楼 型 ,7 
当然 ,这 个 模型 如 降低 了 一 个 变数 , 那 就 不 能 充分 表示 出 生物 
体 的 发 生 。 但 是 , 对 于 生物 的 整体 的 、 动物 繁殖 的 所 见 , 以 及 
如 则 虫 类 所 具有 的 那 种 较 高 再 生 力 的 再 生 现 象 也 能 做 出 一 定 
程度 的 证 明 . 

(0) 心 更 学 的 模型 

前 面 已 经 说 明 的 chreod 的 概念 , 它 也 可 以 刘 用 于 生理 学 . 
实际 上 chreod 是 所 谓 心理 学 场 的 古典 概念 的 变种 。 把 分 化 放 
在 整体 上 来 看 ， 所 亩 心理 学 无 非 仅 是 发 生 学 场 的 开 折 的 最 终 
阶 自 。 特别 是 神经 活动 , 即 神经 原 的 兴奋 状态 等 等 的 内 部 变 
动 视 为 分 化 场 的 外 变数 。 例如 , 支配 运动 的 神经 原 的 兴奋 可 
引起 册 肉 的 收缩 与 伸张 ， 以 及 引起 特别 的 现 肉 纤维 在 空间 的 
变动 。 在 所 有 心理 学 的 场 中 ,最 有 兴趣 的 是 精神 的 活动 。 即 
与 神 精 原 的 活动 有 直 撑 关 系 的 综合 事项 。 

英国 的 拓扑 学 家 EE. C. 季 曼 ,在 剖面 已 经 说 过 , 把 神 精 元 
的 活动 作为 画 数 空间 ， 抬 人 们 的 心理 学 的 活动 利用 它 的 模型 
给 所 说 明 。 他 首先 以 一 般 拓扑 空间 论 建 立 起 理论 , 在 这 种 理 
论 中 我 们 的 chreod， 突 变 理论 等 轴 想 方法 完全 适用 。 因 此 术 
语 的 意义 ,， 即 概念 与 前 而 已 经 说 过 的 调整 图 形 机 关联。 这 里 
的 调整 图 形 与 前 面 说 过 的 生物 体 的 调整 图 形 是 相 类 似 的 ， 概 
念 具有 动物 -植物 的 梯 庆 ， 它 保证 在 某 兴奋 的 集合 中 的 稳定 
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注 ， 
这 样 看 来 ,已 经 达到 了 意义 论 的 拓扑 解释 的 地 步 。 


5 4 ”结束语 


上 面 所 叙述 的 力学 的 ,生物 学 的 模型 , 曾 提出 是 否 能 通过 
实验 进行 验证 它 的 正确 性 的 问题 ， 因 为 我 们 的 研究 本 来 是 本 
质 性 的 ,用 实验 还 不 能 进行 验证 。 实 际 上 ,任何 形态 论 都 可 以 
由 动力 系统 给 册 ， 因 而 考虑 用 什么 样 的 模型 来 表示 是 有 个 选 
择 问 题 ， 它 取决 于 所 研究 的 形态 学 的 性 质 和 选取 易于 数学 处 
理 的 模型 为 适宜 ， 到 现在 我 们 所 说 的 问题 不 能 算是 科学 的 理 
论 ,简单 地 说 ,直到 现在 为 止 的 议论 无 非 是 一 种 方法 ， 这 种 方 
法 的 缺点 是 不 适用 于 工程 学 .因此 ,严格 地 说 它 是 一 种 模型 术 
(an art of modcls), 从 而 不 能 不 问 ,我 们 是 怎样 粮 到 做 出 这 种 
模型 的 ? 它 的 根本 动机 是 什么 ? 对 于 这 个 问题 的 回答 是 “在 
基础 论 , 认识 论 上 有 必要 ”。 原 因 是 ，, 如 和 牛 峰 力学 那样 以 科学 
的 法 则 与 数学 的 形式 化 能 非常 有 力 地 抓 住 现象 的 话 ， 当 然 我 
们 就 没有 必要 孝 起 这 种 模型 ， 总 之 , 如 果 使 用 与 实际 情况 无 
相似 之 处 的 微分 方程 来 表示 现象 也 能 得 到 正确 结论 的 话 。 那 
么 在 这 种 场合 里 ， 对 本 质 上 关于 自然 现象 的 几何 说 明 也 就 不 
必要 了 。 可 是 ,我 们 所 涉及 的 生物 学 ,或 者 最 近 基本 粒子 物理 
学 所 面临 为 数 众多 的 矛盾 以 及 几乎 无 法 克服 的 困难 出 现时 ， 
或 者 无 穷 无 尽 的 实验 数据 令 人 烦恼 时 ， 我 们 无 论 如何 也 得 整 
理 这 些 数据 ,为 了 提炼 由 这 些 数据 中 真实 地 所 产生 的 现象 , 那 
种 概念 性 的 指针 就 是 我 们 所 希望 的 了 。 这 不 单 是 个 人 的 希 
望 ,科学 进步 只 要 不 是 依靠 一 时 的 内 念 和 偶然 性 而 取得 的 话 、 
无 论 如 何 对 这 个 过 程 有 必要 在 本 质 上 进行 理解 。 在 这 种 理由 
之 下 ;我 们 在 这 里 所 说 的 平衡 稳定 、 分 歧 、 突 变 以 及 其 它 的 力 
学 的 思想 方法 , 俗 如 古 希 荆 入 赫 拉 克利 特 (Herakleitos) 学 派 的 
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思想 “自然 现象 都 必须 是 经 过 斗争 才能 够 绘 出 说 明 ” 的 思想 。 
我 们 这 种 力学 的 思想 方法 , 即 在 各 种 各 样 形 过 形成 过 程 中 ,成 
为 构成 它 的 力学 起 源 的 非常 强 而 有 力 的 武路， 因此 , 我 们 通 
过 这 种 我 髓 来 再 解 生物 界 \ 无 生物 界 所 发 生 的 现象 的 结构 ,或 
省 首先 是 对 我 们 自身 结构 的 理解 。 
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